Circuitos de primer orden

6.1 Circuitos simples RC y RL sin fuentes

Respuesta natural: es la respuesta que tiene el circuito cuando no estad conectado a fuentes
independientes, por ello se dice que esta respuesta se debe enteramente a la energia inicialmente
almacenada en el elemento de almacenamiento (inductor o capacitor).

Circuitos RC:  v(t) = V e~ (/RO

R
CircuitosRL:  i(t) = Ioe_(f)t
La resistencia no almacena energia, por lo tanto la energia total almacenada en el circuito en un
momento t se debe a la energia almacenada en el capacitor.
La energia almacenada en el capacitor decae a cero con el correr del tiempo, esta energia es
disipada en la resistencia como calor.

6.2 Constantes de tiempo

CircuitosRC: 17 =RC

CircuitosRL: 1= %

1 g
Cada 7 segundos la respuesta natural se reduce en un factor de ~en relacion asuvalorent — 1.

La respuesta al final del primer  se reduce a e~ = 0.368 de su valor inicial, es decir se reduce al
37%. Luego del segundo 7 se reduce al 13,5%, por consiguiente, después de cuatro o cinco
constantes de tiempo, la respuesta es esencialmente cero.

Conocer la constante de tiempo nos permite predecir la forma general de la respuesta, pero para
completar la soluciéon debemos conocer el valor inicial V; o I. Con frecuencia, necesitamos
interruptores para determinar esto en un circuito. Puesto que las corrientes inductivas y los
voltajes capacitivos son continuos, los valores deseados, justo después de la accidén del interruptor
en 0+, pueden determinarse a partir del estado del circuito justo antes, en t = 0-.

Ver graficos de decaimiento.

6.3 Circuitos generales de primer orden sin fuentes

Para circuitos en los que tenemos un elemento de almacenamiento o el equivalente de uno solo,
acompafiado de una resistencia o el equivalente a una (puede calcularse con métodos serie,
paralelo, analisis de mayas o de nodos), sucede que todas sus respuestas decaen a cero con una
constante de tiempo T = RC o T = L/R. Sin embargo, nétese que los circuitos con dos o0 mds
elementos de almacenaje no siempre tienen un solo elemento de almacenaje equivalente, y por
consiguiente no podra descomponerse resolviendo una sola ecuacién diferencial de primer orden.
Estos no son circuitos de primer orden, y su respuesta no puede caracterizarse por una sola
constante de tiempo. Entre los ejemplos de este caso se incluye cualquier circuito con capacitores
e inductores.

6.4 Circuitos con fuentes DC

Para estos circuitos, obtenemos soluciones que son resultado de las potencias almacenadas
iniciales, y de las potencias abastecidas continuamente por las fuentes. Obtendremos que las
respuestas, en este caso, constan de dos partes, una de las cuales es, al igual que las fuentes en si,
una constante.

Un término forzado en una ecuacion diferencial es un término f(t) independiente de las funciones
de tiempo que se desconocen.

Los siguientes métodos resuelven la ecuacién diferencial forzada con condiciones iniciales dadas:




1. Utilizando una solucidn forzada tentativa igual a la constante desconocida A, y sustituirla en la
ecuacién diferencial forzada para obtener la solucién forzada.

2. Utilizando una solucién natural tentativa igual a Kest, sustituirla en la ecuacién diferencial no
forzada, y resolviendo la ecuacidn caracteristica para s, por ej. al sustituirla obtengo s + R_lc =0,

despejando obtengo el valor para s.
3. La solucion total es la suma de las soluciones natural y forzada. Evallese la suma en el tiempo
inicial e igualese al valor inicial requerido para obtener K.

6.5 Superposicion en circuitos de primer orden

La condicion inicial es ciertamente una fuente de energia para la respuesta natural. x;.(t) es la
respuesta natural a esta “fuente de condicidn inicial”, donde se eliminan las demas fuentes
(independiente), y debe superponerse con la respuesta forzada x(t) impulsada por estas fuentes
independientes, para la que a su vez se elimina la fuente de condicién inicial.

En el caso donde hay mas de una fuente independiente, la superposicién puede aplicarse para
calcular x4(t), la respuesta forzada con las condiciones iniciales eliminadas. Es decir, la respuesta
forzada x4 (t) es la superposicién de las respuestas a cada una de las fuentes independientes, con
todas las demas eliminadas (incluyendo las condiciones iniciales).

6.6 La funcion escaldn unitario
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6.7 Respuestas en escaldén y de pulso

Puesto que la fuente de escalén unitario presenta una funcidn de fuente cero hasta el instante
t=0-, la respuesta en estado estable dc por el circuito en t=0-, también debe ser cero. No puede
haber potencia inicial almacenada en los elementos de almacenaje en el instante singular cuando
la fuente cambia, porque no hay una fuente en t<0 para energizar los elementos de almacenaje.
Por consiguiente, la respuesta en escaldn es la respuesta a la entrada de escaldn unitario, sin que
haya energia inicial almacenada en el circuito.

La multiplicacidn de cualquier otra funcion de tiempo por un escalén unitario fuerza el producto a
ser cero antes del instante singular, y a ser igual a la otra funcién de tiempo después de esto.
Utilizaremos frecuentemente esta conveniente propiedad del escaldn unitario para simplificar
otras ecuaciones que surjan en capitulos subsiguientes.

La respuesta de pulso esta estrechamente relacionada con la del escalén. Una combinacién lineal
de dos escalones unitarios puede ser utilizada para producir un pulso rectangular.



Circuitos de segundo orden

7.1 Circuitos con dos elementos de almacenamiento

Si el circuito tiene dos elementos de almacenamiento, un inductor y un capacitor, o dos del mismo
tipo, pero no un equivalente en serie o en paralelo a un solo elemento, el circuito queda descrito
por una ecuacidn diferencial de segundo orden.

Los dos elementos de almacenaje en un circuito de segundo orden pueden ser del mismo tipo o un
inductor y un capacitor.

Si se pueden reemplazar dos o mas elementos de almacenamiento del mismo tipo (inductores o
capacitores) por un solo equivalente, cuenta como un solo elemento de almacenamiento para
determinar el orden de la ecuacidn descriptiva.

7.2 Ecuaciones de segundo orden

Definimos los circuitos de segundo orden como aquellos con ecuaciones descriptivas que son
ecuaciones diferenciales de segundo orden, dadas de modo general por
d?x N dx N 0
—+a;—+ayx = f(t
a2 = “tar 0 °
Si x,, es la respuesta natural, debe satisfacer la ecuacién diferencial no forzada (u homogénea).
2
d“x, ta dx,
dtz =~ dt
Si x5 es la solucion forzada, debe satisfacer la ecuacion forzada original

+agx, =0

dZXf
dt?

dx
+a, d—tf + agxy = f(2)

7.3 Respuesta natural

La forma tentativa para la solucién natural: x,,(t) = KeSt
Sustituyéndola en la ecuacién diferencial: KeSt(s? + a;s + ag) = 0
Para hallar la solucién debemos encontrar las raices del polinomio,

—a; +/(a;? — 4ay)
S12 = )

Luego, X,, = X1 + Xy = Kje51t + KyeS2t

Los numeros s; y S, se conocen como exponentes caracteristicos del circuito, pueden ser nimeros
reales o complejos.
Podemos reescribir a s? + a;s + a; como s? + 2{w,s + wy? = 0, donde:

- Frecuencia natural no amortiguada: wy = \/a,
a

- Proporcién de amortiguacion: { = N
0

- Exponentes caracteristicos: 5, , = (—=¢ + /{2 — 1])wy
Si { < 1 entonces los componentes caracteristicos son complejos.
Si { > 1 habra dos componentes caracteristicos reales.
Debido a que { = 1 es la frontera entre dos comportamientos distintos se conoce como
amortiguacion critica.



Caso sobreamortiguado ({ > 1):
Aqui los exponentes caracteristicos s, y sp,son reales y distintos, s; = g1 Y Sy = 05.
La respuesta natural es la suma de dos expresiones reales, x,, (t) = K€%t + K, et
Los dos exponentes caracteristicos pueden ser positivos, negativos o cero. Sin embargo
para circuitos compuestos solo por elementos pasivos impulsados por fuentes
independientes, no es posible que el exponente caracteristico sea positivo, porque
01, > 0 implica que x, crezca quizas indefinidamente, lo cual es imposible porque en un
circuito pasivo con fuentes independientes eliminadas, la energia total almacenada en el
circuito nunca puede incrementarse mas alld de la energia almacenada inicial.
La amortiguacion es la pérdida gradual de la energia almacenada inicial. En el caso
sobreamortiguado hay suficiente amortiguacion para que cada termino en la respuesta
natural pierda constantemente amplitud.

Caso subamortiguado (¢ < 1):
Los exponentes caracteristicos son complejos:
$1 =0+ jw, S, =0 — jw conw # 0, deben ser conjugados complejos.

X (t) = B1e° cos wt + B,e’" sin wt

El caso subamortiguado consiste en dos términos que decaen en forma de oscilaciones
sinusoidales de frecuencia w. La amplitud de estas oscilaciones decae como e?¢, de forma
que la proporcion de amortiguacién varia inversamente respecto a .
Puesto que la amortiguacion es oscilatoria en lugar de constante, esto se conoce como
caso subamortiguado.

Caso no amortiguado ({ = 0):
De lo visto en subamortiguado, un caso extremo es ¢ = 0, que no produce ningun
decaimiento. Este es el caso no amortiguado, que ocurre cuando la proporcidn de
amortiguacion { = 0. La respuesta natural no amortiguada es un sinusoide de amplitud
constante cuya frecuencia es w = wy. Esto explica por que w se conoce como frecuencia
natural no amortiguada.

Caso criticamente amortiguado (¢ = 1):
Los exponentes caracteristicos son reales e iguales, s, = s, = ¢

Forma tentativa: x,, = h(t)es, para ver si funciona sustituimos x,, en la ecuacién
2

diferencial no forzada. Como resultado vemos que queda satisfecha si y solo si % = 0.
Esta ecuacion en h(t) tiene soluciones: h(t) = K; y K,t.

Nuestra forma tentativa modificada para este caso es: x,(t) = K;e%" + K,te, se conoce
como forma t-multiplicada. La solucién natural en el caso criticamente amortiguado

consiste en la suma de un término exponencial y su forma t-multiplicada asociada.

Sobreamortiguado Criticamente amortiguado Subamortiguado No amortiguado




7.4 Respuesta forzada

La respuesta forzada x; del circuito general de segundo orden debe satisfacer la ecuacion
diferencial o forzada:

dZXf dxf

W+alﬂ+aoxf :f(t)
Hay diversos métodos para obtener x¢, pero para nuestros propdsitos, utilizaremos el
procedimiento de adivinar una solucién de forma tentativa.
En el caso de tenerse funciones forzadas constantes, podemos obtener la solucién forzada
directamente del diagrama de circuito. En el estado estable dc todas las corrientes y voltajes serdn
constantes, incluyendo la incdgnita en la ecuaciéon descriptiva. La solucidn forzada constante debe
ser idéntica al valor de estado estable dc. Recuérdese que esto puede obtenerse reemplazando
inductores por circuitos cerrados y capacitores por circuitos abiertos.
Se adjunta una tabla con soluciones forzadas tentativas para funciones forzadas comunes. (Ver en
libro lo de forma t-multiplicada).
Cuando la solucién forzada tentativa coincide en un término con la solucidn natural, es necesario
t-multiplicar la soluciéon forzada tentativa. Si adn siguen coincidiendo, t-multipliquese
nuevamente, y asi de manera sucesiva, hasta que no coincidan.

7.5 Respuesta total

La respuesta total de un circuito es la suma de sus respuestas natural y forzada.
Es necesario conocer los estados iniciales de los elementos del circuito para poder completar su
resolucion. (Ver ejemplo en el libro, pdg. 252).

7.6 Respuesta de escaldn unitario

Se estudian tres tipos de respuesta de escaldn, subamortiguado, sobreamortiguado y criticamente
amortiguado. Observamos que el circuito criticamente amortiguado demuestra la convergencia
mas rapida al estado estable de 1V. La transitoria en el caso sobreamortiguado contiene dos
términos, uno de los cuales tiene una mayor constante de tiempo y por consiguiente decae a cero
mas lentamente que el caso criticamente amortiguado. La transitoria en la respuesta
subamortiguada es oscilatoria, y la amplitud de estas oscilaciones decae a cero con una constante
de tiempo T aun mayor. Por consiguiente, aunque la respuesta subamortiguada primero llega al
valor de 1V con mas rapidez que las otras respuestas, “rebasa” este valor y su verdadera
convergencia al estado estable es aun mas lenta que el caso sobreamortiguado. (Ver ejemplo y
grdficos en libro, pdg. 259).



Fuentes sinusoidales y fasores

8.1 Propiedades de los sinusoides

v(t) =V sinwt + ¢
Donde V;,, es la amplitud, w es la frecuencia angular y ¢ el angulo de fase.
Supongamos v, =V, sinwt y v, = V,,, sin wt + ¢, en la grafica de ambos v, esta desplazada en%

segundos o ¢ radianes a la izquierda respecto de v;. Segun esto podemos decir que v, se adelanta
a vy por @ radianes.

No importa usar senos o cosenos debido a que un coseno tiene su equivalente expresién escrita
en forma de seno y viceversa.

n .
cos wt — E = sin wt
] T
sin wt + E = cos wt

La diferencia entre senos y cosenos es el angulo de fase.

8.2 Ejemplo de circuito RLC
El método clasico utilizado para resolver un circuito RLC es algo laborioso para un simple circuito

de una sola trayectoria cerrada.

Se desarrollara un enfoque que ofrece una considerable ventaja para estos célculos, evitando la
necesidad de resolver dos ecuaciones simultaneas para los coeficientes de cuadratura Ay B, y que
nos permite tratar los circuitos RLC del mismo modo en que tratamos los circuitos puramente
resistivos. El método cldsico siempre quedara disponible pero para problemas complejos se
preferirad el método de los fasores.

8.3 Fuentes complejas
Un método alternativo para tratar circuitos con fuentes sinusoidales, involucra reemplazar las

fuentes dadas por fuentes complejas, cuyas funciones de fuente tienen partes reales e
imaginarias.
Las corrientes y voltajes en circuitos excitados por fuentes complejas tendran a su vez valores

complejos.
Numeros polares:
A=a+jb A=Al x
— b
|A| = /(a® + b?) = tan‘la
e/9 = cos@ + jsinf el® =1,0

La forma polar exponencial: A = |A]e/*.

Dada una fuente compleja V,,e/(@t+®),

Re[V,e/ @] =V, cos wt + ¢ y Im[V;,e/ @] = 1, sinwt + .

Podemos afirmar que la respuesta a la parte real de una fuente compleja es la parte real de la
respuesta. Asi también, la respuesta a la parte imaginaria de una fuente compleja es la parte
imaginaria de la respuesta.




Dado un circuito excitado por una sinusoide, la respuesta forzada puede obtenerse reemplazando
el sinusoide por una exponencial compleja, cuya parte real es el sinusoide dado. La ecuacion
descriptiva serd mas facil de resolver, puesto que la solucion forzada tentativa tendra una sola
constante indeterminada, en lugar de dos que requiere la solucién de ecuaciones simultaneas para
los coeficientes. Una vez resuelta, podemos facilmente relacionar la respuesta de excitacién
compleja con nuestra respuesta sinusoidal deseada, tomando la parte real de la respuesta, si la
fuente sinusoidal original es la parte real de la fuente exponencial compleja, o la parte imaginaria,
si es la parte imaginaria de la fuente compleja.

8.4 Fasores
Nuestro interés es la respuesta forzada de un circuito a una excitacién sinusoidal en la frecuencia

w, utilizaremos los fasores para encontrar esta respuesta.
Cada fuente sinusoidal puede ser expresada como un coseno
Vg () = Vi cos(wt + @)
Supdngase que sustituimos cada fuente por una fuente exponencial compleja dada por
V() = Vmej(wt+<ﬂ)
Puesto que esta excitada por fuentes exponenciales complejas de frecuencia w, todas las
corrientes y voltajes también serdn exponenciales complejas de frecuencia w. Esto surge de la
forma de la solucién forzada tentativa Ae/“t. Entonces, cada corriente sera de la forma
i (t) = Ie/@t
Y cada voltaje sera de la forma
vy (t) = Vel@t
Definiremos | y V como fasores, es decir, los nimeros complejos que multiplican e/“t en las
expresiones para corrientes y voltajes.
Sea una respuesta v(t). Luego de sustituir las fuentes exponenciales complejas, la misma variable
de respuesta sera v, (t) = Ve/®t, donde V = |V|28 es su fasor de voltaje.
La respuesta a la parte real de una fuente es la parte real de la respuesta. Entonces la respuesta
sinusoidal v(t) es la parte real de la respuesta compleja v4(t), o
v(t) = Re(Ve/®t)
Utilizando la forma exponencial polar para V, y tomando la parte real,
v(t) = Re(|V]e/fe/®t) = |V| cos(wt + 6)
La amplitud del sinusoide es la amplitud de su fasor, y el angulo de fase del sinusoide es el angulo
de su fasor. De este modo podemos describir inmediatamente en la corriente o voltaje sinusoidal,
una vez calculado su fasor.

8.4 Leyes |-V para fasores
El voltaje del fasor es proporcional a la corriente del fasor, como en la Ley de Ohm.

Vel®t = RIgJ®t

0, cancelando los factores e/®t

V=RI
La magnitud del fasor de voltaje es igual a la magnitud del fasor de corriente multiplicado por R, y
los dngulos son los mismos. La corriente y voltaje estan en fase.



En el caso del inductor,
V =jwlLl
Si la corriente del inductor esta dada por i = I,,, cos(wt + ¢;), entonces el voltaje de fasor es
V= (owl)(Imse1)
= wLl, 291 + 909
Puesto que j = 1£909. Por consiguiente, en el dominio de tiempo tenemos
v = wLI,;, cos(wt + ¢, +909)
Podemos ver que en el caso de un inductor, la corriente esta retardada en 902 respecto al voltaje.

Consideremos el capacitor
I

V=—1
JjwC
En el caso de un capacitor, la corriente y voltaje estan fuera de fase, donde la corriente se
adelanta al voltaje 902.

8.6 Impedancia y Admitancia
Definimos la proporcion de voltaje de fasor contra la corriente de fasor como la impedancia del

circuito que denotamos por Z. Es decir,
V=71

Vin

IZl =—, @z=9y— 9

I,
La impedancia juega el papel desempefiado por la resistencia en los circuitos resistivos. Al igual
que la resistencia, la impedancia se mide en ohmes.
Es importante enfatizar que la impedancia es un nimero complejo, siendo la proporcién de dos
numeros complejos, pero no es un fasor. La impedancia es una constante compleja que multiplica
un fasor para producir otro.
Para multiplicar dos nimeros complejos se multiplican sus mddulos y se suman sus angulos. En la
division se dividen sus médulos y se restan sus angulos.
La impedancia Z estd escrita en su firma rectangular como

Z=R+jX
R = Re(Z) es la componente resistiva, o simplemente resistencia, y X = Im(Z) es el componente
reactivo, o reactancia. En general, Z = Z(jw) es una funcién compleja de jw, pero R = R(w) y
X = X(w) son funciones reales de w. Tanto R como X, al igual que Z, estan medidos en ohms.

ZR =R
7, = joL = wLs90°
1 1 1

Ze=——=—j—=—52£90°
¢ jwC wC  wC

En el caso de una resistencia, la impedancia es puramente resistiva, y su reactancia es cero. Las
impedancias de inductores y capacitores son puramente reactivas, teniendo componentes
resistivos cero.
La reactancia inductiva esta denotada por

X, = wL



De forma que

Z, = jX,
y la reactancia capacitiva esta denotada por
P 1
7 wC
Y de este modo
Zc = jXc
El reciproco de la impedancia denotado por
V= 1
- Z

Se conoce como admitancia y es analoga a la conductancia (el reciproco de la resistencia) en
circuitos resistivos. Evidentemente, puesto que Z es un numero complejo, también loes Y. La
representacién convencional es

Y=G+jB
Las magnitudes G = Re(Y) y B = Im(Y) se conocen respectivamente como conductancia y
susceptancia. Las unidades de Y, G y B estan todas en siemens.

8.7 Leyes de Kirchhoff y equivalentes de impedancia
Vi+V,+--+Vy =0
dondeV,, =V,,£60,,n=1, 2, ..., N son los voltajes de fasor alrededor de la trayectoria cerrada. Por
consiguiente, LVK es vigente para los fasores.
L+L+-+Iy=0
dondel, = 1,260, n=1,2, .., N por consiguiente, LCK rige para los fasores.

En circuitos con excitaciones sinusoidales con una frecuencia comun w, si nos interesamos
Unicamente en la respuesta forzada, o de estado estable ac, podemos obtener las corrientes o
voltajes de fasor de todo elemento y utilizar las leyes de Kirchhoff para completar el andlisis.  Por
consiguiente, el andlisis es idéntico al andlisis de circuitos resistivos, donde las impedancias
reemplazan a las resistencias, y los fasores remplazan a las corrientes y voltajes de dominio de
tiempo. Una vez obtenidos los fasores, podemos convertirlos inmediatamente a las respuestas
sinusoidales de dominio de tiempo de la forma acostumbrada.
N impedancias conectadas en serie, por LVK alrededor del circuito,
Vi+Vo+ -+ Vy=(Z+Zy+ -+ Zyl
V=71

Donde Z,, es la impedancia equivalente que se mide en las terminales, esto implica que

Zeq=Z1+Zy+ -+ 2Zy
como en el caso de las resistencias en serie.
Similarmente, la admitancia equivalente Y, es

Yog=Y1+Vo++ 1y
De forma similar, las reglas de division de voltaje y corriente rigen para los circuitos de fasor, con
impedancias y magnitudes de dominio de frecuencia, exactamente del mismo modo que rigen
para circuitos resistivos, con resistencias y magnitudes de dominio de tiempo.



Esta capacidad de tratar inductores, capacitores y resistencias como elementos del tipo genérico
impedancia, sin distinguir entre ellos al escribir ecuaciones de circuitos, es una de las principales
fortalezas del método de fasores. Se pueden simplificar circuitos RLC utilizando equivalentes
series-paralelo, divisores corriente-voltaje, y transformaciones de Thevenin-Norton, del mismo
modo en que se trataron los circuitos puramente resistivos. Las impedancias en serie suman, las
corrientes a través de las impedancias en paralelo dividen en proporcién a sus admitancias, y asi
sucesivamente, sin importar las identidades especificas (R, L o C) de las impedancias involucradas.

8.8 Circuitos con fasores
Basta simplemente comenzar con el circuito de fasores, que definiremos como el circuito en el

dominio de tiempo con voltajes y corrientes sustituidas por sus fasores y los elementos
identificados por sus impedancias.

En el caso de un amp op, el circuito de fasores es igual al circuito de dominio de tiempo. Es decir,
un amp op ideal en el circuito de dominio de tiempo aparece como un amp op ideal en el circuito
de fasores porque las ecuaciones de dominio de tiempo i = 0, v = 0 que caracterizan la coriente
hacia, y el voltaje a través, de las terminales de entrada retienen la firma idéntica, [ = 0,V =0en
las ecuaciones de fasores.

La primera precaucion es que los fasores son Utiles para obtener Unicamente las respuestas
forzadas. Si se desea la respuesta natural debe utilizarse otra herramienta.

La segunda precaucion se refiere al uso de fasores para determinar respuestas en estado estable.
Para muchos circuitos, ocurre que las respuestas naturales decaen a cero cuando t — oo, En estos
circuitos, la respuesta forzada y las respuestas de estado estable son sindnimas, y los fasores
(disefiados para determinar la respuesta forzada) pueden utilizarse para obtener la respuesta en
estado estable. Tales circuitos se conocen como estables. Para los circuitos restantes o inestables,
en general, la respuesta natural no decae a cero, y por consiguiente, la respuesta en estado
estable no puede ser identificada con la respuesta forzada. Entre ejemplos de circuitos estables, se
incluyen todos los circuitos que estan hechos exclusivamente de elementos pasivos y fuentes
independientes y que no tienen respuestas naturales no amortiguadas. Entre los ejemplos de
circuitos inestables se cuentan aquellos con respuesta natural no amortiguada, y circuitos que
poseen una respuesta natural que crece, en lugar de decaer, respecto al tiempo. Las respuestas
naturales crecientes, son posibles Unicamente en circuitos lineales que contienen funciones
controladas.

En general, los circuitos inestables no poseen ninguna clase de respuesta en estado estable.
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Analisis en estado estable de AC

9.1 Simplificaciones de circuitos
En el estado estable ac, podemos reemplazar el circuito original por su contraparte de circuito de

fasores, en donde las fuentes sinusoidales quedan representadas por sus fuentes de fasores
correspondientes y elementos RLC por sus impedancias Z.
Puesto que las leyes sobre las que se fundamenta son igualmente validas para circuitos de fasores,
podriamos anticipar que también seran vigentes para os circuitos de fasores las mismas
simplificaciones de circuitos derivadas para circuitos resistivos. De este modo, puede utilizarse
toda la potencia de estos métodos para el analisis de circuitos en estado estable ac, en donde la
Unica modificacidn sera la sustitucion de la resistencia R por la impedancia Z, y el subsiguiente uso
de la aritmética compleja en vez de la real.
Las impedancias en serie se suman.
Las admitancias en paralelo también se suman.
Si tenemos n impedancias en serie, para cada impedancia su voltaje es V; = Z;1
Zj
Zi+Z,+ -+ 7,
Vi _Z;

Comparando las caidas de voltaje a través de dos impedancias Z; y Z;, V.= 7
] J

Vi =

El voltaje a través de impedancias en serie divide en proporcién directa a sus impedancias.

Puesto que las admitancias en paralelo se suman a partirde I = YV tenemos I; = Y;Vo

Y;
Ii == I
Y1+Y2+"'+Yn
Comparando dos de estas corrientes paralelas Z; y Z;, :—’ = é
J J

La corriente que pasa a través de impedancias en paralelo divide en proporcidn directa a sus
admitancias.
Las fuentes de voltaje en serie se suman, las fuentes de corriente en paralelo se suman.
Los equivalentes de Thevenin y Norton en los circuitos de fasores son exactamente los mismos
que se describieron para circuitos resistivos, donde la Unica diferencia es la sustitucién de la
resistencia R por laimpedancia Z, y el subsiguiente uso de la aritmética de nimeros complejos.
Zr =Zy
Vp =2Zyly

9.2 Andlisis nodal
Para nuestros circuitos de fasores podemos realizar el andlisis nodal de la misma manera que lo

haciamos para circuitos con elementos R, L o C, a diferencia de que ahora solo utilizamos la
impedancia Z.

Al reducir leyes de elementos para elementos de almacenamiento que involucran integrales y
derivadas, a la ecuacion V = Z1, que es mas simple, reemplazamos el calculo por el dlgebra. Las
subsiguientes ecuaciones nodales o de malla pueden ser siempre formuladas por una sola
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ecuacién de vectores y matrices, y se resuelven por los métodos del algebra lineal, en lugar de los
métodos, mas complicados que requieren las ecuaciones diferenciales.

9.3 Analisis de malla
Andlogo a lo explicado en la seccién anterior.

9.4 Fuentes con frecuencias diferentes
Como recordaremos, un circuito ac es todo aquel cuyas fuentes independientes son todas

sinusoidales. Si todas las fuentes en un circuito ac son de la misma frecuencia w, puede utilizarse
el circuito fasorial correspondiente para determinar la respuesta forzada en la forma descrita en
las Ultimas tres secciones. Puede calcularse mediante un solo andlisis unificado nodal o de malla, o
mediante superposicion.

La superposicién es un principio general que siempre se utilizara para obtener la respuesta de un
circuito lineal que contengan mas de una fuente. Aun si un circuito ac contiene fuentes con
frecuencias diferentes, puede utilizarse la superposicion para obtener la respuesta forzada. Para
propdsitos de superposicion, las fuentes se agrupan de forma que cada problema de componentes
contenga Unicamente fuentes de una sola frecuencia. Entonces, para cada problema de
componentes resultante, puede utilizare un circuito fasorial para determinar la respuesta de fasor,
que es luego convertida a una respuesta sinusoidal y sumada a las otras respuestas de
componentes, tal y como lo requiere el principio de superposicion.

No pueden superponerse fasores correspondientes a distintas frecuencias; Unicamente pueden
superponerse sus sinusoides correspondientes. Recuérdese que un fasor dado corresponde a la
informacidn de amplitud y fase de una sinusoide de una frecuencia especifica w. Si difieren las
frecuencias de los dos fasores, no tiene sentido sumarlos entre si.

Cuando las frecuencias difieren, el principio de superposiciéon se aplica a la suma de las
componentes en el dominio del tiempo y no a fasores.

La superposicién puede utilizarse para descomponer problemas del estado estable ac que
involucren fuentes independientes con mas de una frecuencia, en problemas de componentes,
donde cada una contiene fuentes de la misma frecuencia. Los problemas de componentes pueden
ser entonces resueltos con la ayuda de fasores.

Para fuentes con frecuencias diferentes, la superposicidon no es solo una eleccién; es la Unica
alternativa para determinar la respuesta en estado estable ac.

9.5 Diagramas fasoriales
Puesto que los fasores son nimeros complejos, pueden representarse por vectores en un plano,

donde las operaciones, como la adicidn de fasores, pueden realizarse geométricamente. Este
dibujo se conoce como diagrama de fasores, y puede ser muy 0til para analizar circuitos en estado
estable ac.
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Potencia en estado estable de AC - Apunte adicional
“Potencia y trabajo de la corriente alterna”

Un circuito de corriente eléctrica consta, en su caso mas sencillo, de una fuente de energia
eléctrica (bateria, generador) y de una carga de energia eléctrica (ej. motor). La fuente
proporciona energia eléctrica y la carga la transforma en otro tipo de energia, por ej. una estufa
eléctrica la transforma en calor, un motor en energia mecdnica.
Siempre que la fuente proporcione una determinada cantidad de energia por unidad de tiempo
(potencia eléctrica), la tension de fuente Vr empuja una corriente I a través del circuito. La
potencia eléctrica transformada por una carga, como en el caso de un circuito de corriente
continua, se denomina “potencia eléctrica activa” y se designa con la letra P.
P=Vel [W]

Un circuito de corriente eléctrica contiene siempre resistencias 6hmicas. La potencia eléctrica se
transforma en potencia calorifica en estos tipos de resistencias. En el caso de un circuito con un
motor como carga, solo una parte de la potencia eléctrica de la fuente es transformada en
potencia mecanica, el resto se pierde en forma de potencia calorifica.
El trabajo eléctrico es lo que recibe una carga al proporcionarle una potencia constante P durante
un tiempo t. Se designa con la letra W.

W=P.t [Wsd]]
El trabajo eléctrico es la magnitud que la empresa suministradora de corriente mide mediante un
contador en el lugar de entrega al consumidor y se lo cobra.

Si el circuito de corriente alterna contiene Unicamente una resistencia 6hmica, entonces la
corriente y la tensidn se encuentran en fase.
El valor instantaneo de la potencia P, = v;. i,

Entonces en un circuito de corriente continua la potencia recibida por una resistencia 6hmica es
constante, en cambio en un circuito de corriente alterna varia periédicamente tomando valores
desde cero hasta P; ;-
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La potencia varia de una forma senoidal, y oscila entre la recta traceada paralela al eje temporal
con una frecuencia doble a la tension v.

Como la potencia de corriente alterna varia constantemente su valor instantaneo P, se da como
magnitud de la potencia un valor medio P. Este valor medio P corresponde a la distancia entre la
paralela traceada y el eje temporal, y con ello, a la mitad del valor maximo de la potencia P; ;,4y-
Pt max _ Imax: Vmax

2 2
En un circuito de corriente alterna con una resistencia 6hmica como carga, la potencia activa es
igual a la mitad del producto de los valores de cresta de corriente y tension.
El valor de la potencia activa en un circuito 6hmico de corriente alterna se obtiene como valor
medio de la oscilacién de la potencia a lo largo de un periodo.

p=

El valor eficaz de una corriente alterna se define como el valor de una corriente continua, que al

circular por una determinada resistencia 6hmica pura produce los mismos efectos calorificos que
dicha corriente alterna.

En la técnica de corriente alterna se dan los valores de corriente y tension como valores eficaces,
por lo tanto deberia poder calcular también la potencia a partir de estos valores.

_ Umax-lmax _ Vmax lmax

P = = .
2 V2 2
V. o .z
Luego V = % es el valor eficaz de la tension alterna.
imax . .
YI = es el valor eficaz de la corriente alterna.

V2
Como esta corriente se encuentra en fase con la tension, se le denomina de una manera mas

precisa corriente activa [,. La potencia activa es la energia eléctrica que es transformada en otro
tipo de energia por unidad de tiempo.

En un circuito de corriente alterna, el trabajo eléctrico W recibido por una carga en un
determinado tiempo t corresponde a la suma de la superficie del rectdngulo a lo largo del tiempo t
con amplitud P (Potencia dada por los valores eficaces, multiplicada por el tiempo).

Como el trabajo eléctrico W se transforma totalmente en la carga en otro tipo de energia, se le
denomina también trabajo activo. W = P.t
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En un circuito de corriente continua la carga recibe el trabajo eléctrico de forma continua, en
cambio en uno de corriente alterna la carga recibe el trabajo eléctrico en distintos bloques de
trabajo.

La impedancia estd compuesta por una parte real, la resistencia, y una parte imaginaria, la
reactancia.

En el caso de una resistencia, la impedancia es puramente resistiva, y su reactancia es cero. Las
impedancias de inductores y capacitores son puramente reactivas, teniendo componentes
resistivos cero.

Un circuito de corriente alterna puede contener también una reactancia ademas de una
resistencia 6hmica (una resistencia activa). Ella puede ser reactancia inductiva o bien reactancia
capacitiva. En un circuito de corriente alterna de este tipo, tensidén y corriente se encuentran
desplazadas 909.

En el caso de un capacitor la corriente i se adelanta con respecto a la tensién en 909.

La potencia recibida por un capacitor en un circuito de corriente alterna oscila senoidalmente con
una frecuencia doble a la de la tensidn alterna de una manera simétrica al eje temporal, es decir al
eje x.

La potencia alterna recibida por una resistencia 6hmica varia periédicamente desde el cero y un
valor maximo positivo.

La potencia alterna recibida por una resistencia capacitiva varia periédicamente desde un valor
maximo positivo y otro negativo de igual magnitud.

La potencia activa P como valor medio de los valores instantaneos P; es cero en un circuito de
corriente alterna con un capacitor. El capacitor no recibe potencia activa.

Esta consideracidon se cumple solo en el caso tedrico de un circuito de corriente alterna sin
ninguna perdida, en la practica siempre hay una cantidad aunque sea pequefia de resistencias
6hmicas por las que es recibida cierta potencia activa.

En el caso de un inductor la corriente i se retrasa con respecto a la tension en 902 y 1802 respecto
de la corriente reactiva capacitiva.

Su potencia alterna recibida tiene el mismo comportamiento que en un capacitor, solo que
retrasada 1802 (signo opuesto).

Si un circuito de corriente alterna contiene una reactancia X como Unica carga, entonces la
potencia activa P es cero, independientemente de que la fuente deje fluir en el circuito una
corriente reactiva I,- con una tensién alterna V segun I, =V /X.

Al hacer I.. V obtenemos una potencia que tiene que ser alcanzada por la fuente, peor que no da
ninguna transformacidn de energia en la carga.

El producto del valor eficaz de la tensidn V y del valor eficaz de la corriente reactiva I, desplazada
en 902 se denomina potencia reactiva del circuito de corriente alterna y se designa Q.

La potencia reactiva es una magnitud importante porque tiene que ser tomada en cuenta a la hora
de efectuar un célculo sobre la fuente. La fuente tiene que estar capacitada para proporcionar una
corriente reactiva I,- dada una tension V, si se requiere una potencia reactiva @ = V. I,. por parte
del consumidor.
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La potencia reactiva que tiene que ser proveida por la fuente es, pues, la diferencia entre la
potencia reactiva inductiva y la potencia reactiva capacitiva de las dos cargas.

Si se suman distintas potencias reactivas en un circuito de corriente alterna para obtener la
potencia reactiva requerida de la fuente, entonces se toman potencias reactivas inductivas como
positivas, y potencias reactivas capacitivas como negativas.

En un circuito de corriente alterna, capacitores e inductores reciben y entregan energia
constantemente.

Cargas técnicas son raramente puras resistencias activas o puras reactancias. Estas actlan
generalmente como una composicion de ambos, sobre todo de una resistencia activa y de una
reactancia inductiva. Esto se cumple para toda carga que necesite de un campo magnético para su
funcidn, por ej. motores, transformadores, bobinas de reactancia o electroimanes.

Una carga 6hmica inductiva de este tipo ocasiona que la corriente | se atrase con un angulo de
desplazamiento de fase ¢ con respecto de la tensién V.

La mayoria de las cargas técnicas en un circuito de corriente alterna actian como una composicion
de una resistencia activa y de una reactancia, especialmente una reactancia inductiva.

Una carga 6hmica-inductiva toma de una tensién alterna V una corriente alterna | que se retrasa
en un dngulo ¢ con respecto a la tension. Esta corriente puede ser dividida en una corriente activa
I, = I cos @, y en una corriente reactiva I,, = I sen @.

Potencia activa: P =V.[, = VIcos ¢

Potencia reactiva: P = V.I,. = VIsen ¢

La tension V y la corriente | también pueden ser medidas en el circuito. Si se multiplican estos dos
valores, entonces se obtiene una potencia que es recibida aparentemente por la carga, se la
denomina potencia aparente y se designa con la letra S.
La potencia aparente eléctrica contiene potencia activa y potencia reactiva, los valores de cada
una dependen del dngulo ¢.

e =0 La potencia aparente S es igual a la potencia activa P.

e 0< @ <902 LapotenciaaparenteS contiene potencia activa y reactiva.

e ¢ =90° La potencia aparente S es igual a la potencia reactiva Q.
La potencia aparente puede ser representada en un triangulo rectangulo con angulo de
desplazamiento de fase ¢. Segun este tridngulo se obtiene la parte involucrada en la potencia
aparente S de potencia activa P y la de potencia reactiva Q como
P =S.cosgp Q =S.seng
Es necesario diferenciar la potencia reactiva capacitiva de la inductiva en caso de que ambas
formen parte de un mismo circuito de corriente alterna. Esto se hace poniéndole un signo
negativo a la potencia reactiva capacitiva.

La funcion de una carga técnica consiste en transformar un determinado trabajo eléctrico en otra
forma de energia. Para ello requiere una determinada potencia activa P = S. cos ¢. El cos ¢
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determina que parte de la potencia aparente necesita la carga para su funcion. Por ello se

denomina al cos ¢ como factor activo o factor de potencia.

Si la carga también requiere potencia reactiva para su funcion, por ej. para crear un campo
magnético, entonces el sen ¢ representa la parte de la potencia reactiva involucrada en la
potencia aparente. Por ello al sen ¢ también se le denomina factor reactivo.

Circuitos trifasicos

11.1 Sistemas monofasicos de tres hilos
Una fuente monofasica de tres hilos, es aquella que tiene tres terminales de salida a, b, y una

terminal neutra n para la cual son iguales los voltajes V,;, de las terminales, es decir:

Van = Vop = V1
Esta es una disposicion que tiene tanto 115V como 230V rms, puesto que si |V,,| = |V;| = 115V
rms, entonces |V,,| = |2V;| = 230V rms.

e

()

11.2 Sistemas trifdsicos Y-Y
La siguiente es una fuente Y conectada

Los voltajes V,,,, Vion ¥ Ve, S€ CONOCEN como voltajes de fase, y consideramos que estan dadas por

Van = 1,20
Vi = V2 — 120
Ve, = V,2120

Cada voltaje de fase tiene la misma magnitud rms 1}, y las fases estan desplazadas en 1209, con
V,,, arbitrariamente seleccionado como fasor de referencia.
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Este conjunto de voltajes se conoce como conjunto

[" ] )" balanceado y estd caracterizado por:
Vo + Vo + Ve, =0

i Escribiremos al resto en funcion de V;,:
.20 V,, = Vgt — 1200
> Ven = Vg 21202

A partir de los voltajes de fase podemos obtener los
voltajes de linea Vp, Vi ¥ Vg

Faze B Vab = \/5%430
Vo —120° Vye = V3V,2 — 90
Veq = V31,2 — 210

Sea V; la magnitud de los voltajes de linea, entonces tenemos
v, =3V
Y por consiguiente:
V,p = V230 Ve =V, £2-90 Voo =V,2-210

Para un sistema de cuatro hilos, trifasico y Y-Y balanceado concluimos en que:
e Elvoltaje de linea es mayor al voltaje de fase por un factor v/3.
e Elvoltaje de linea adelanta al voltaje de fase en 309.
e Lacorriente de linea y la corriente de fase son iguales.

La potencia promedio B, suministrada a cada fase en un sistema de estos es
— _ 72
B, = VI, cos 0 = L,"Re(Z))
La potencia total suministrada a la carga es P = 3P,. El angulo 6 de la impedancia de fase es el
angulo del factor de potencia de la carga trifasica, asi como de la fase Unica.

11.3 Transmisién de potencia monofdsica contra trifasica
Consideremos las pérdidas de linea incurridas por cada sistema en tanto produce la misma

cantidad de potencia al mismo nivel de voltaje y factor de potencia.
Z; impedancia de linea, Z,, impedancia de carga.
2V2cos@
[Z1+ZL|
3V2cosf
|Z3+ZL|
Las potencias transmitidas por las fuentes monofasica y trifasica son iguales si las ecuaciones

En el caso monofasico: P,y + Pyy = 2P,y =

En el caos trifasico: Py,n, + Pyini + Pornr = 3Py =

anteriores son iguales, o si
|Zs+Z,| 3

1Z, +Z,| 2
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Para un suministro igual de potencia, las impedancias de fase en serie en el circuito trifasico,
1 . . ;. .
Z3+Z;,es > veces mayor que la impedancia de fase Unica. Puesto que los voltajes son los

mismos, la corriente rms en las lineas de fase Unica debe ser mayor en la misma proporcién.

Sabemos que a mas impedancia menor corriente, y menor corriente implica menos potencia.
3

Calculando las pérdidas concluimos en que P;,, = ;PLt, por lo tanto en el sistema monofasico hay

mas pérdidas que en el trifasico, lo que nos permite asegurar que el suministro de potencia

trifasico es mas eficiente.

A partir del grafico anterior podemos observar que la potencia trifasica instantanea total
suministrada a la carga es constante. Concluimos que la potencia monofasica se suministra
inestablemente, variando periédicamente entre cero y su maximo, en tanto que la potencia
trifasica es constante respecto al tiempo.

No solo la transmisidn de potencia trifasica tiene una ventaja de eficiencia sobre la fase Unica, sino
también una ventaja de transmisién estable de potencia. La potencia monofasica es el método
elegido Unicamente cuando hay pequefas cantidades de potencia, y donde son suficientes los
motores de poca potencia.

11.4 Conexién delta (triangulo)

A ,
IA Los voltajes de linea y los voltajes de fase son
iguales, V;, = Vp.
\(T
L
B V,p = V230
— VbC = VLL - 90
IB V.o =V, 2150
C .
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Y
Ly = ij = 1,2302— 0

IBC=_=IPL_9OQ_9
P

Y
I, = % = 1,2150°— @
P

Entonces:

I, =V3lpz—-0

I, =V3Ipz — 1202 -6
I, =+3Ipz—2402—-0
Luego I;, = V31

Conclusiones:
e Las corrientes de linea son v/3 mayores que las corrientes de fase.
e Llas corrientes de linea se retrasan a la corriente de fase en 302.
e Los voltajes de linea son iguales a los voltajes de fase.

Transformada de Laplace

12.5 Solucidn de ecuaciones integrodiferenciales
Las transformadas de Laplace pueden utilizarse para resolver ecuaciones diferenciales e

integrodiferenciales, tales como las ecuaciones del analisis basico de circuitos eléctricos. La
ecuacion o ecuaciones son primero Laplace transformadas, y luego resueltas por medos

algebraicos directos. La transformada inversa de la solucién queda identificada como la expansion

en fracciones parciales.

El enfoque del dominio-s para la solucién de las diferenciales o integrodiferenciales, tiene claras
ventajas sobre las técnicas clasicas de ecuaciones diferenciales.

El precio que se paga por esas ventajas, es que las ecuaciones primero deben transformarse, y

luego, al final deben regresarse sus soluciones del dominio-s al domino del tiempo (transformada

inversa).
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Analisis de circuitos en el dominio-s

13.1 Elementos vy leyes de Kirchhoff

Demostraremos que todas las leyes esenciales de circuitos pueden pasar del dominio del tiempo al
dominio s.

Considérese la mallay el nodo de la figura:
v1(8) +v5(8) +v3(8) +v,(8) =0
L)+ L) +iE)+L@) =0
Transformando las ecuaciones al dominio S:
Vi(s) + Vo(s) + V3(s) + Vu(s) = 0
Li(s) +1(s) +I3(s) + I,(s) = 0

Las caidas de voltaje alrededor de una trayectoria
cerrada suman cero, y las corrientes que entran a un
nodo suman cero, lo cual vuelve a ocurrir luego de
aplicarse la transformada de Laplace. Las leyes de
Kirchhoff se aplican sin modificacion en el dominio-s.

Considérese las leyes de elemento RLC:

vgr(t) = Rig(t)
Transformando ambos miembros:

Vi (s) = RIR(s)

di(t)
v (t) =1L
L® =L—

Utilizando la regla de derivacion, esta ecuacion se convierte en el dominio-s en:

V. (s) = sLI(s) — Li, (0 -)
Ley de elemento para un capacitor es:

Ley de elemento para un inductor es:

dV: (t)
I-(t)=C
(®=Cc—2
Transformando:
Ic(s) = sCVc(s) — Cvc(0—)
Despejando V,(s):

1 1
Ve(s) = EIC(S) + ;vC(O -)

Estas ecuaciones demuestran que el voltaje V(s) a través de los elementos RLC es la suma de un
término proporcional a su corriente y a un término que depende de su condicidn inicial, este
término es cero en caso de una resistencia.

Definimos a la impedancia Z(s) de un elemento RLC como la proporcién de V(s) contra I(s)
cuando todas las condiciones iniciales son cero.

V(s) =Z(s)I(s) (CI=0)
Aplicando esta ecuacion a las anteriores obtenemos las impedancias de cada elemento:

. . . . 1
Para la resistencia Zp = R, para el inductor Z; = sL y para el capacitor Z, = <

La impedancia es el factor de proporcionalidad entre voltaje y la corriente.
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Definimos a la admitancia Y(s) de un elemento RLC como la proporcién de corriente I(s) contra
voltaje V(s) cuando todas las condiciones iniciales son cero.

I(s) =Y(s)V(s) (CI=0)
Aplicando esta ecuacidn a las anteriores obtenemos las admitancias de cada elemento, que
resultan ser las inversas de cada impedancia.

Las leyes de Kirchhoff y leyes de elementos son la base para todos los demads teoremas de circuito
gue nos seran Utiles, tales como las reglas para combinaciones en serie-paralelo, division de
corriente y voltaje, y equivalentes de Thevenin-Norton. Puesto que las leyes de Kirchhoff son
idénticas en el dominio del tiempo y en el dominio-s, la ley de elementos V(s)=Z(s)I(s) es de la
misma forma que la ley de Ohm en el dominio del tiempo, por lo tanto estas reglas se aplican sin
modificaciones en el dominio-s.

13.2 Circuitos en el dominio-s
Podemos escribir directamente ecuaciones de circuito en el dominio-s mediante inspeccién del
diagrama de circuito. Pero al observar las formas v de las leyes de elemento vemos:
Vr(s) = RIgx(s)
V. (s) = sLI (s) — Li, (0 —)

1 1
Ve(s) = EIC(S) + Evc(o -)

N ll«m - »Ll‘m 11'["'[” Zxcepto para. la resistencia, para.los elementos
e almacenaje (inductor y capacitor) en el
P e dominio de tiempo, son cada uno equivalente a
Vyleh %g Via) Veish 0 dos elementos en serie en el dominio-s: una
L0 - impedancia pura y un generador de
condiciones iniciales.

- -

(ak 3] i<

En el dominio-s las caidas de voltaje alrededor de trayectorias cerradas siguen sumando cero, al
igual que las corrientes en dominio-s en cada nodo o regidn cerrada.

S reemplaza a t en las corrientes y voltajes incdgnitas, y las funciones de fuente independiente son
reemplazadas por sus parejas de transformada en el dominio-s.

Al pasar al dominio-s es necesario agregar generadores de condiciones iniciales.

13.3 Funcién de transferencia
A veces solo necesitamos comprender la relacidn entre dos variables del circuito, sean estas,
entrada y salida respectivamente.
El objetivo del analisis de entrada y salida es comprender su relacién, en otras palabras, ser
capaces de predecir la salida para cada valor posible de la entrada.
No es muy efectivo determinar todas las corrientes y voltajes del circuito en respuesta a todas las
fuentes y condiciones iniciales, si nuestro propdsito es una pequeia parte del circuito.
Para un circuito de entrada V;(s) y salida V,(s), definase la funcién de transferencia H(s) :
H(s) = &) o1y

Vi(s)
Requerimos que todas sus CI=0 con el fin de aislar la entrada seleccionada como la causa de la
salida que calculamos.

Vo(s) = H(s)Vi(s) (CI=0)
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Es un andlisis que nos permite predecir la salida que provocara determinada entrada haciendo uso
de la funcidn transferencia con sus CI=0.

Nos permite hacer esta prediccidén en un subconjunto estrechamente definido del circuito sin
necesidad de analizarlo completamente.

Requerimos CI=0 con el fin de aislar la entrada seleccionada como la causa de la salida que
calculamos. Una consecuencia de requerir ClI=0 es que en este circuito nunca habra generadores
de CI.

Una vez que obtuvimos la salida V,,(s) quizas la necesitemos en el dominio t, para esto serd
necesario aplicarle la transformada inversa.
Si V;(s) = 0 entonces V,(s) = 0, pero este podria no ser el caso si hubiera otras fuentes
independientes que contribuyeran a V;(s), por esto es que deben eliminarse antes de calcular
H,(s).
En un circuito con entradas multiples, la salida forzada en el dominio-s debido a las fuentes, es la
superposicion de las funciones de transferencias separadas para cada entrada, multiplicado por el
valor de las correspondientes entradas en dominio-s.

Vo(s) = Hi(s)Vy(s) + Hy(s)V(s) + -+ + Hp(s) Vi (5)
Para circuitos con mas de una fuente independiente deben eliminarse las demds fuentes y dejar
una sola, para esta fuente calcular la salida, y repetir el proceso para las demas fuentes.
Por ultimo la salida total seria la superposicién de todas estas salidas.

13.4 Polos y estabilidad

Para KeP! en f(t) existe un polo p en su
transformada F(s).
Seap = 0 + jw, sea ePt = %t e/t
Siw = 0 — polo puramente real, en el
eje horizontal.
et para g < 0 decae a cero.

para ¢ = 0 es constante.

para o > 0 crece sin limite.
Siw # 0 — polo complejo. En la figura
se ve ePt y eP*t que es el polo conjugado
complejo.

ePt + eP*t = 2¢% cos(wt)

Podemos ver que la parte real del polo gobierna el ritmo de crecimiento o decaimiento.
Los polos de un sistema dictan la suerte que correra su respuesta natural.

® SiRe(p) < 0 la respuesta natural decae a cero.

® SiRe(p) =0 no crecera ni decaera.

® SiRe(p) > 0 crece indefinidamente.
Un circuito es estable si todas las respuestas naturales en el circuito decaen a cero respecto al
tiempo. Razdn por la cual la estabilidad de un circuito es equivalente a Re(p) < 0 para cualquier
polo p del circuito.
La estabilidad requiere que los polos del circuito permanezcan en la mitad izquierda del plano
complejo.
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El andlisis en estado estable es Unicamente aplicable a circuitos estables. Los valores a largo plazo
de corrientes y voltajes en circuitos inestables dependen fuertemente de sus Cl. No existe un
estado estable para circuitos de esta naturaleza.

Debido a que no se puede aplicar el analisis de estado estable en circuitos que no son estables,
antes de iniciar un calculo se sugiere investigar la estabilidad del mismo. Esto se hace viendo que
todos los polos del circuito tengan parte real negativa.

Para la funcidn transferencia:

Vo(s) = H(s)Vi(s) (CI=0)
Si el circuito es estable, la respuesta natural decaera a cero. La respuesta forzada determinada
mediante la ecuacidn anterior tendera a la respuesta real y total a una precision arbitraria
conforme t — oo. Si el circuito es inestable, la respuesta total diferird de la forzada determinada
por el analisis de la funcidon transferencia por un término que bien podria tender a infinito.

13.5 Teoremas de valor inicial y final
Con estos teoremas podemos determinar el valor inicial de una funcién de tiempo f(0+) y su valor
final f(co) a partir de su transformada F(s)

Teorema de valorinicial:  limg_,,, sF(s) = f(0 +)
Teorema de valor final: lims_,o sF(s) = f (o)

El principal beneficio de estos dos teoremas, es que no necesitamos calcular una transformada
inversa para descubrir sus valores inicial y final.

13.6 Respuesta al pulso y convolucién
A partir de

Vo(s) = H(s)Vi(s) (CI=0)
Si tomamos la entrada v;(t) como la funcién de impulso unitario: v;(t) = §(t)
Puesto que L[6(t)] = 1
H(s)(1) = H(s)

v,(t) = L' H(s)] = h(t)
La funcion h(t) siendo la salida causada por la entrada de impulso unitario cuando todas las CI=0 se
denomina respuesta de impulso unitario.
h(t) y H(s) son pareja de transformada de Laplace. Puesto que ningln circuito puede dar respuesta
a una entrada hasta que esta se inicie, requerimos que h(t) = 0 parat < 0.

O en el dominio del tiempo:

¢Cudl es el equivalente en el dominio del tiempo de la expresion Vo (s) = H(s)V;(s) (CI = 0)?
Definamos

d(e) = f Fg(t - Dde

d(t) es la convolucidn de f(t) y g(t). Ambas son cero para t < 0. Transformando,

D(s) = foo[ oof(r)g(t — ‘L')dT] e stdt
- 0_

El limite inferior de la integral de abajo fue reemplazado por cero ya que la funcién es cero para t
menor que 0.
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Invirtiendo el orden de integracion:
D(s) = foof(r) [fmg(t - r)e‘“dt] drt
La integral de adentro es la transformaaa de g(t _ 7):
D(s) = Oof (M[e™"G(s)] dr
0—

Sacando a G(s) de la integral, lo que queda es F(s) y tenemos la siguiente propiedad:

L [f_ f(Dg(t— T)dT] = F(s)G(s)

La transformada de Laplace de la convolucién de dos funciones de tiempo es el producto de sus
transformadas de Laplace.

Ver método grafico.

Respuesta de frecuencia

14.1 La funcién de respuesta de frecuencia
Sea la fuente v, (t) = V,e/ (@0 nodemos obtener el fasor V; = 1,260, y asi escribir a la fuente
vy (t) = Vie/®t

Puesto que
. V;
L(V;e/®t) = ——
S—jw
Entonces
H(s)V;
Vo(s) =
o) =T

La respuesta forzada
H(jw)V; ) .
vo(t) =1L 1 [ S ] l] - H(](‘))biej t

Por definicidn, el fasor V, asociado con esta salida v, (t) es la cantidad que multiplica e/®¢,

Vo = H(jw)V;
H(jw), la funcién de transferencia H(s) donde se sustituye s por jw, multiplica el fasor de entrada
para dar el fasor de salida. Definimos H(jw) como la funcién de respuesta de frecuencia.
Entonces V, = H(jw)V; a la que nos referiremos como la ecuacidn de respuesta de frecuencia,
asegura que para circuitos estables, el fasor de salida es el producto del fasor de entraday la
funcién de respuesta de frecuencia H(jw). Dado H(s), o equivalentemente H(jw), podemos
determinar la salida en estado estable sinusoidal de cualquier circuito lineal estable en cualquier
frecuencia.

A partir de |V, | = |[H(jw)||V;|, y sabiendo que la magnitud de un fasor es la amplitud del
sinusoide correspondiente, concluimos en que [H(jw)| se conoce como la ganancia del circuito.
Y a partir de 2V, = ZH(jw) + 2V;, y sabiendo que el angulo de un fasor es idéntico al angulo del
sinusoide, el desplazamiento de fase que existe entre la entrada y la salida que estd dada por el
angulo de respuesta de frecuencia ZH(jw) se conoce como desplazamiento de fase.

De este modo dada cualquier respuesta de frecuencia H(jw), obtenemos una descripcion
completa de la forma en que el circuito responde a entradas de cualquier frecuencia.
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14.2 Escala_del Decibel
La escala mdas comun utilizada para medir ganancia es una escala logaritmica conocida como
escala en decibeles, que se define para los nUmeros reales positivos R por
R(dB) = 20log,o R

[H(jw,)|
Y HGw))
Cuando dB esta entre paréntesis después de un numero R, debe leerse como “el numero R, al
convertirse a decibeles, es” en tanto que un dB junto a un nimero sin paréntesis indica que el
valor ya esta medido en unidades de decibeles, por ej. “+20”.
Sean Ry S dos nimeros:

ganancia(dB) = 20 log

RS(dB) = R(dB) + S(dB)
R
5 (dB) = 20logyo R — 20logy0 S = R(dB) — S(dB)

Valores comunes:
1(dB) = 20log;1 =0 10(dB) = 20log;( 10 = +20dB

10 - S(dB) = +20dB + 201log; S S(dB
(dB) 0810 % = 201log;, S — 20dB

2(dB) = 20logy92 = 6.02dB = 6dB | v2(dB) = 20log;,2'/? = 10log;, 2 = 3.01dB = 3dB

14.3 Graficas de ganancia de Bode (Amplitud)

Las graficas de ganancia de Bode y graficas de fase de Bode son un invento simple pero preciso
para graficar ganancia y desplazamientos de fase.

La grafica de Bode no corregida tiene una aproximacion lineal por tramos a la grafica de ganancia

dB contra la frecuencia logaritmica.

La grafica de Bode no corregida es la suma de graficas de factores individuales.

Los segmentos de linea recta para w < ay w > a se interceptan en w = |a|. Por esta razén,
w = |a| se conoce como frecuencia de corte. El error maximo entre la grafica corregida y la no
corregida ocurre en la frecuencia de corte y es de 3dB.

14.4 Resonancia

Los circuitos resonantes son aquellos que tratan un rango estrecho de frecuencias de forma muy
distinta a las demas. La ganancia en un circuito altamente resonante logra un claro maximo o
minimo en su frecuencia de resonancia.

Definimos a la frecuencia de resonancia w,- como la frecuencia en la que la ganancia |[H(jw)| pasa

a través de su maximo o minimo.

Definase la amplitud de banda B de un circuito resonante como la diferencia B = w,, — w;, donde
w, Y w; son las frecuencias en las que la ganancia es 3 dB por debajo de su valor en w, (o 3 dB por
encima de su valor w, y la resonancia es un minimo de la ganancia). w,, > w, se conoce como la
frecuencia de semi-potencia superior y w; < w, la frecuencia de semi-potencia inferior.
Definamos el factor de calidad Q como la proporcion de frecuencia de resonancia contra la
amplitud de banda, Q = w,./B. Mientras mayor sea el factor de calidad Q, el circuito sera mas
selectivo de frecuencia en sentido fraccional.

Ver en libro estos valores para circuitos RLC en serie y paralelo.
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14.5 Respuesta de frecuencia de los Op Amps
En esta seccidon vimos que el op-amp es sumamente dependiente de la frecuencia, con una

amplitud de banda demasiado reducida para ser de trayectoria abierta de uso practico. Sin
embargo, al configurarse en un circuito de retroalimentacién negativa, tales como los circuitos de
componentes presentes anteriormente, la amplitud de banda se incrementara aproximadamente
en proporcion a la perdida de ganancia.

Repasar.

14.6 Filtros
Un filtro es un dispositivo que impide el paso de sefiales cuyas frecuencias caen dentro de una

banda conocida como la banda de detencidn, y permite que las sefiales que estan en la banda de
paso, pasen de la entrada a la salida relativamente sin modificaciones.

Filtro , /\/\/\/\

Los filtros reciben su nombre segun su banda de paso. Si consiste de todas las w < w, para

algunas w;, tenemos un filtro de pasa-bajas con frecuencia de corte w,. Si en vez de eso, la banda
de paso es el conjunto de frecuencias dadas por encima de una frecuencia de corte w., w = w,,
tenemos un filtro pasa-altas.

La frecuencia de corte w, es la frecuencia a la que la ganancia esta 3 dB por debajo de su valor
maximo.

Un filtro de paso de banda tiene una banda de paso w; < w < w,, donde w; y w,, son las
frecuencias de media potencia superior e inferior.

Un filtro elimina banda tiene una banda de paso dividida, todas las w < w; y todas las w = w,,.
Podemos construir un filtro pasa-banda combinando un pasa-bajas con un pasa-altas., donde la
funcién transferencia serd Hgp (jw) = Hyp(Jw)Hyp(jw), y debemos fijar la frecuencia de corte
del filtro pasa-altas w.yp a un limite menor que el de pasa bajas, w.yp < w1 p- Si estos dos filtros
son ideales entonces tendran la respuesta de frecuencia de la banda de paso ideal H(jw) = 1 para
todas las w entre w; = wepp Y Wy = werp, Y Hjw) = 0 en todos los demds lugares. Para filtros
no ideales, la ganancia de la banda de paso sera cercana a la unidad donde su banda de paso es

w; < w < wy, y tendra una ganancia menor a 1/+/2 fuera de la banda de paso.

Un filtro construido enteramente de elementos pasivos (RLC) es un filtro pasivo. Si se usan op-
amps u otros circuitos con dispositivos electrénicos que requieren de suministros de potencia,
obtenemos un filtro activo.

Los filtros pasivos que corresponden a funciones de transferencia que contienen factores de
parejas de raices complejas requieren inductores y capacitores, y los inductores tienden a ser
elementos indeseables en el disefio modernos de circuitos miniaturizados. Ocupan mucho espacio,
son costosos y tienen suficiente resistencia en serie para hacerlos generalmente Utiles Unicamente
en aplicaciones de Q relativamente baja.
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Los filtros pasivos son disipativos, en otras palabras, no pueden tener ganancias mayores que la
unidad en cualquier frecuencia.

Elementos activos: proporcionan excitacidon eléctrica, ganancia o control.

Elementos pasivos: son los encargados de la conexion entre los diferentes componentes activos,
asegurando la transmision de las sefiales eléctricas o modificando su nivel.

14.7 Disefio de filtros activos
Las desventajas de los filtros pasivos sobre los activos son:

e Requieren capacitores e inductores.

e Ocupan espacio y son costosos.

e No pueden tener ganancia mayor que 1 a cualquier frecuencia.

e  Conectar filtros pasivos en cascada, produce el efecto de “carga”.

Ventajas de los filtros activos sobre los pasivos:
e Disefio de orden superior.
e No requieren inductores.
e Se puede obtener cualquier ganancia deseada.
e Al conectar filtros activos en cascada, no sufren el efecto de “carga”.

Etapa de diseio:
1. Lafuncién de transferencia H(s) o la funcion de respuesta de frecuencia H{jw) explica
como trata el circuito las diferentes frecuencias.
2. Se hace un grafico de Bode que muestra nuestra H(s) y se comprueba si el filtro se
comporta a las frecuencias de trabajo, en la forma deseada.
3. Las ganancias, pendientes, amplitud de las bandas de paso y rechazo de H(s), se pueden
modificar ajustando los polos, ceros y el factor constante k.
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