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RESUMEN GRAFOS:
DEFINICION GRAFO DIRIGIDO O DIGRAFO: (Los arcos poseen dirección)
· Un grafo G = (V, E) es un conjunto V vértices (o nodos) y un conjunto  de aristas dirigidas (o arcos dirigidos) 
· Intuitivamente E permite representar una relación entre elementos de V 
[image: Diagrama

Descripción generada automáticamente con confianza media]Los arcos poseen dirección, por lo tanto los arcos dirigidos 
     ARCOS DIRIGIDOS
    NODOS O VERTICES

DEFINICION DE GRAFO NO DIRIGIDO: (Los arcos no poseen dirección) 
· Un grafo G = (V, E) es un conjunto V de vértices (o nodos) y un conjunto E ⊆ V x V de aristas (o arcos)
· Intuitivamente E permite representar una relación (simétrica) entre elementos de V
[image: ]Los arcos no poseen dirección, por lo tanto los arcos dirigidos 
    ARCOS SIN DIRECCION
    NODOS O VERTICES
Extiende a
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Descripción generada automáticamente con confianza media]
[image: Diagrama

Descripción generada automáticamente]








Otros ejemplos:
1) Grafo de colaboración entre autores y coautores científicos 
2) Grafo que representa la colección de documentos de HTML enlazados por hipervínculos (un documento a.html contiene un hipervínculo al documento b.html) (cada vértice es un documento con una URL y los hipervínculos dentro de un documento son los arcos dirigidos)


ARCOS EMERGENTES:  Arcos que emergen directo del vértice a tratar 

GRADO DE EMERGENCIA: Cantidad de arcos emergentes de un vértice 

HOJA DEL DIGRAFO: Son aquellos vértices que no poseen arcos emergentes, o grado de emergencia igual a 0
[image: Gráfico, Gráfico radial

Descripción generada automáticamente]





ARCOS INCIDENTES: Arcos que llegan a un vértice determinado 

GRADO DE INCIDENCIA: Cantidad de arcos incidentes que llegan a un vértice dado

[image: ]RAICES DEL DIGRAGO: Son aquellos vértices que no poseen arcos incidentes, o grado de incidencia igual a 0






ALGUNAS ACLARACIONES PARA GRAFOS NO DIRIGIDOS:
· En un grafo no dirigido, se habla de grado porque los arcos que inciden y los que emergen son los mismos

· Se hablará solo de arcos incidentes (Arcos que inciden igual que grados que emergen)
[image: Gráfico, Gráfico radial

Descripción generada automáticamente]








[image: Diagrama

Descripción generada automáticamente]GRAFO PESADO: Grafo donde las aristas contienen una etiqueta (o peso cuando las etiquetas son numéricas)
Ejemplo: Dígrafo donde los vértices son aeropuertos y los arcos representan los vuelos (distancia entre aeropuertos, si los pesos son numéricos) 






MULTI(DI)GRAFO: (Di)grafo donde un par de vértices puede estar conectado por una colección de arcos. Es decir, puede haber más de un arco entre cada par de vértices (se los denomina ARCOS PARALELOS)
[image: Gráfico, Gráfico radial

Descripción generada automáticamente]






[image: Diagrama

Descripción generada automáticamente]CAMINO: Un camino de V a W es una secuencia alternante de vértices y arcos tales que empiezan en V y termina en W, y cada arco es incidente en sus vértices predecesor y sucesor 
[image: Imagen que contiene Diagrama

Descripción generada automáticamente]	







CICLO (SIMPLE): Un camino que comienza y termina en el mismo vértice (Sin repetir arcos)  Los arcos 
CICLO (CAMINO) DIRIGIDO: Un ciclo (camino) donde las aristas tienen dirección y son recorridas en su dirección 
ACICLICO (ARBOL): Es un grafo que no posee ciclos 
[image: Gráfico, Gráfico radial

Descripción generada automáticamente]





[image: Gráfico, Gráfico radial

Descripción generada automáticamente]COSTO DE UN CAMINO (CICLO): Suma de los pesos de los arcos que forman el camino (ciclo)









[image: Gráfico, Gráfico radial

Descripción generada automáticamente]SUBGRAFO: Un subgrafo H de un grafo G es un grafo donde los vértices de H son un subconjunto de los vértices de G y los arcos de H son un subconjunto de los arcos de G.







GRAFO CONEXO: Un grafo G es conexo si para dos vértices cualquiera de G hay un camino entre ellos 
GRAFO NO CONEXO: Lo contrario a grafo conexo; existe al menos dos vértices del grafo que no existe un camino entre ellos  Si un grafo no es no es conexo, sus SUBGRAFOS MAXIMALES CONEXOS se llaman COMPONENTES CONEXAS 
GRAFO FUERTEMENTE CONEXO: Grafos donde cada par de vértices (cualquiera) su camino es dirigido [Siempre se da en grafos dirigidos]
[image: Gráfico, Gráfico radial

Descripción generada automáticamente]
  




	





TDA GRAFO: (Grafo no dirigido)
El tipo de dato abstracto Grafo exporta tres sorts [Interfaces]:
1) Graph<V, E>  Un grafo pesado de vértices con rótulos del tipo V y arcos con rotulo del tipo E
2) Vertex<V, E>  La posición de un vértice con rotulo del tipo V [Vértices]
3) Edge<V, E>  La posición de un arco con rotulo de tipo E [Arcos]
Las dos últimas son equivalentes a la interfaz Position<E>  Posiciones de arcos y vértices en un grafo
[image: ]











[image: Texto, Carta

Descripción generada automáticamente]ACLARACIONES: 
1) Si los arcos o vértices no poseen rotulo, me devuelve null
2) Va  Vértice a 
3)   Arco (a,b)
4) Determina si ambos vértices están conectados por un arco

(3)

[image: Gráfico, Gráfico radial

Descripción generada automáticamente](2)

(1)




(4)


[image: Diagrama, Dibujo de ingeniería

Descripción generada automáticamente]

[image: Diagrama

Descripción generada automáticamente]

	



ESTRUCTURAS DE DATOS PARA LA IMPLEMENTACION DE GRAFOS (SIMPLES Y PESADOS):
1) LISTA DE ARCOS: 
· El grafo es una lista de vertices y una lista de arcos (los vertices y los arcos conocen sus rotulos respectivos) 
· Los vertices conocen sus rotulos respectivos y su posicion en la lista de vertices (Permite eliminar en O(1), si no hay arcos involucrados)
· Los arcos conocen su peso, los vertices que unen y su posicion en la lista de arcos  (Permite eliminar arcos en orden O(1))
[image: Diagrama, Texto

Descripción generada automáticamente][image: Diagrama

Descripción generada automáticamente]








· ORDENES DE EJECUCION DE LOS METODOS DE LA IMPLEMENTACION: Dado un grafo G= (V,A) , sean:
· N = la cantidad de vertices del grafo
· M = la cantidad de arcos del grafoAclaraciones: 
1) Depende de la cantidad de vértices 
2) Depende de la cantidad de arcos
3) Depende de la cantidad de arcos (posición de arcos en la lista)
4) Depende de la cantidad de arcos adyacentes al vértice (posición o existencia en la lista de arcos)

	[bookmark: _Hlk157901106]OPERACION
	TIEMPO (ORDEN)(1)


	vertices()
	O(n)(2)


	edges()
	O(m)

	endVertices(e)
	O(1)

	opposite(v,e)
	O(1)(3)


	incidentEdges(v)
	O(m)(3)


	areAdjacent(v,w)
	O(m)

	replace(v,x)
	O(1)

	replace(e,x)
	O(1)

	inserVertex(x)
	O(1)

	insertEdges(v,w,x)
	O(1)

	removeEdge(e)
	O(1)(4)


	removeVertex(v)
	O(m)











//La implementacion mas ineficiente

2) LISTA DE ADYACENCIAS:
· El grafo conoce una lista de vertices y una lista de arcos 
· Cada vertice conoce su rotulo y los arcos que inciden en el
· Los arcos conocen los vertices que unen y su peso 
· La mejora que propone la lista de adyacencia es introducer una lista que para cada vertice indica los arcos que emergen cuando el grafo es dirigido y los que emergen/inciden cuando el grafo es no dirigido 


[image: Interfaz de usuario gráfica, Texto, Aplicación

Descripción generada automáticamente]







[image: Diagrama

Descripción generada automáticamente]











· ORDENES DE EJECUCION DE LOS METODOS DE LA IMPLEMENTACION: Dado un grafo G= (V,A) , sean:
· N = la cantidad de vertices del grafo
·  M = la cantidad de arcos del grafo
[image: Tabla

Descripción generada automáticamente]









ENFOQUES MATEMATICOS PARA REPRESENTAR UN GRAFO CON UNA MATRIZ DE ADYACENCIAS (MATRIZ SIMETRICA):
· Un grafo G no dirigido con vertices numericos se pueden representar matematicamente por una matriz booleana          donde quiere decir que hay un arco entre los vertices “I” y “j”, y  quiere decir que no hay un arco entre “I” y “j”
[image: ]

· Un grafo G no dirigido pesado con vertices numericos se puede representar matematicamente por una matriz real  donde  es el peso del arco 
[image: ]










3) MATRIZ DE ADYACENCIAS:VENTAJA DE LA IMPLEMENTACION: Fácil de programar
DESVENTAJAS DE LA IMPLEMENTACION: 
· Fragmentación interna en la estructura de datos
· Desperdicio de memoria

· En la representacion de matriz de adyacencias ademas de la matriz de arcos tendremos una lista de vertices y una lista de arcos
· Cada vértice conoce su posición en la lista de vértices, el rótulo del vértice y su índice en la matriz de arcos (si tenemos n vértices, los índices de vértices van de 0 a n-1)
· Cada arco conoce su posición en la lista de arcos, los vértices que conecta y el peso del arco
[image: ]












· ORDENES DE EJECUCION DE LOS METODOS DE LA IMPLEMENTACION: Dado un grafo G= (V,A) , sean:
· N = la cantidad de vertices del grafo
· M = la cantidad de arcos del grafo
[image: ]
TDA GRAFO: (Grafo dirigido)
· Los arcos tienen direccion entonces 
· Las operaciones de insertEdge(v,w,x) inserta un arco dirigido de v a w con peso x
· Agregamos una nueva operacion: emergentEdges(v) que retorna un iterable con los arcos que emergen de v
· [image: ]El almacenamiento de los arcos que inciden en un vertice puede o no mantenerse dependiendo de si nos interesa soportar la operacion incidentEdges(v)

IMPLEMENTACION DE VERTICE, ARCO E INTERFAZ DEL DIGRAFO (TDA)












· IMPLEMENTACION DEL DIGRAFO CON LISTA DE ADYACENCIAS:
[image: Diagrama

Descripción generada automáticamente]DIAGRAMA UML DE IMPLEMENTACION DEL DIGRAFO CON LISTA DE ADYACENCIAS















· IMPLEMENTACION DEL DIGRAFO CON MATRIZ DE ADYACENCIAS (MODIFICACIONES):
· Necesitamos una lista de vertices y una lista de arcos (dirigidos)
· [image: ]La representacion de los vertices es igual (a la de lista de adyacencias)
· La representacion de los arcos   asume que un vertice es la cola del arco y el otro es la punta (1) 
· insertVertex(v,w,x) inserta un arco dirigido de v a w(1)

· insidentEdges (v) debe recorrer la columna de la matriz correspondiente al indice de v  (O(n)) (Tener en cuenta (1))
//Arcos emergentes  Son las filas de la matriz (segun el indice del vertice)
//Arcos incidents  Son las columnas de la matriz (segun el indice del vertice)
· emergentEdges(v) debe recorrer la fila de la matriz correspondiente al indice de v (O(n))
· endVertices(e) retorna un arreglo “a” donde a[0]=cola(e)  y a[1]=punta(e)  (,  tiene orden)
//Agregar de ser posible los tiempos de ejecucion de los metodos de un grafo implementado con matriz de adyacencia
ENFOQUES MATEMATICOS PARA REPRESENTAR UN GRAFO DIRIGIDO CON UNA MATRIZ DE ADYACENCIAS:
1) [image: ]MATRIZ DE UN GRAFO DIRIGIDO (SIN PESO EN LOS ARCOS): Un grafo G dirigido con vértices numéricos se puede representar matemáticamente por una matriz booleana donde  quiere decir que hay un arco dirigido entre los vértices i y j y  quiere decir que no hay un arco dirigido entre i y j 













2) [image: ]MATRIZ DE UN GRAFO DIRIGIDO PESADO: Un grafo G dirigido pesado con vértices numéricos se puede representar matemáticamente por una matriz real donde  es el peso del arco dirigido (i,j) 
                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                         








RECORRIDOS DE GRAFOS:
1) [image: ]RECORRIDO EN PROFUNDIDAD (DEPTH-FIRST SEARCH o DFS): 
· Equivale al recorrido pre o post orden en árboles + un testeo para no volver a recorrer un subgrafo ya explorado : a, b, d, h, e, i, j, c, f, k, g (ver imagen)
· Una búsqueda en profundidad (DFS o Depth-First Search) permite recorrer todos los vértices de un grafo de manera ordenada
· Su funcionamiento consiste en ir expandiendo todos y cada uno de los nodos que va localizando, de forma recurrente, en un camino concreto
· Cuando ya no quedan más nodos que visitar en dicho camino, regresa (backtracking), de modo que repite el mismo proceso con cada uno de los hermanos del nodo ya procesado [El GRAFO PUEDE SER NO CONEXO, en tal caso nose por cual vertice arrancar]
[image: ]

























OPCIONES DE IMPLEMENTACION DE LAS MARCAS DE NODOS VISITADOS:
1) Usar un mapeo externo al grafo de Vertex<V> en boolean 
· VENTAJA: No hay que modificar el grafo que ya programamos
· DESVENTAJA: El tiempo de marcar y desmarcar puede tener O(n)
2) Agregar un boolean a la clase vertice del grafo
· VENTAJA: Puede garantizar que marcar y desmarcar funciona en O(1)
· DESVENTAJA: Por cada algoritmo que escribo tengo que ensuciar el grafo agregando atributos y operaciones  
3) Decorar los vértices del grafo (opción del libro GT)
· VENTAJA: En forma abstracta mantengo toda la información del DFS y de futuros algoritmos 
· DESVENTAJA: Hay que modificar lo que vayamos programando 
Se considera la opción mas viable de las tres 









OPCION N°3: “Decorar vértices del grafo”:Diagrama UML de la implementación de vértices decorados de un grafo

· Una posición decorada es una posición que además es un mapeo 
[image: ][image: ]Creo interfaz DecorablePosition<E>:
· Extiende de Position<E>
· Extiende de Map<Object,Object>


[image: ]Para implementar los métodos de Map<Object,Object> extiendo a la clase Vertice<V,E> de HashMap<Object,Object>, automáticamente un vertice es un mapeo [hereda métodos] 
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BOSQUE DEL DFS EN GRAFOS NO DIRIGIDOS (APLICACIÓN DEL RECORRIDO EN PROFUNDIDAD):
· Las llamadas sucesivas a DFS desde DFSShell van descubriendo vértices que forman árboles
· Estos árboles forman el bosque (o foresta) del DFS
· Al orientar los arcos en la dirección en la que son explorados durante el recorrido, se distinguen:
· ARCOS DE DESCUBRIMIENTO O ARBOL (Discovery o tree edges): Arcos que llevan vértices no visitados
· ARCOS DE RETROCESO (back edges): Arcos que llevan a vértices que ya fueron visitados (Se descartan)
· Cada vez que llamo desde el método cascara al recursivo, formo un ARBOL DE RECORRIDO (con arcos que contienen nodos visitados y no visitados)
· Estos arboles producen mas arboles de recorrido  Cada árbol formado desde el método cascara se llama FORESTA
· [image: ]Los arboles forman el GRAFO  Para un mismo Grafo, voy a tener varios arboles de recorrido 
APLICACIONES DEL DFS PARA GRAFOS NO DIRIGIDOS EN O(n+m):
· Testear si G es conexo (todos los vértices quedan visitados si el grafo es conexo)
· Calcular un árbol abarcador si G es conexo (formado por los vértices de G y por sus arcos tree)
· Calcular las componentes conexas (por cada iteración del DFShell incremento un contador indicando el numero de componente conexa y con ese contador etiqueto los vértices de cada componente 
· Encontrar un camino entre dos nodos 
· Encontrar un ciclo











[image: ]
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2) [image: ]RECORRIDO EN ANCHURA (BREADTH-FIRST SEARCH o BFS):
· Equivale al recorrido por niveles en árboles + un testeo para no volver a recorrer un subgrafo ya explorado: a, b, c, d, e, f, g, h, i, j, k (ver imagen)
· La búsqueda en anchura (BFS o Breadth First Search) es un algoritmo para recorrer o buscar elementos en un grafo
· Se comienza eligiendo algún nodo como elemento raíz y se exploran todos los vecinos de este nodo
· A continuación para cada uno de los vecinos se exploran sus respectivos vecinos adyacentes, y así hasta que se recorra todo el grafo
· APLICACIONES DEL BFS: Todas las del DFS y además: Hallar el camino mas corto (en cantidad de arcos) entre los vértices (en O(n+m)) 
[image: ][image: ]ACLARACIONES DEL RECORRIDO:
· En el recorrido por nivele, encolo al hijo, si es que no lo vi, a la estructura de la cola auxiliar (BFS)
· El problema central de estos recorridos es cuando el grafo, con el que trabajo, no es un ARBOL (POSEE CICLOS)  Tengo más de una forma para llegar a un vértice (o alcanzar un vértice)

	


El recorrido arranca desde el vértice de rotulo 3
En rojo, está la distancia al 3 en cantidad de arcos de acuerdo con el recorrido
Primero arrancamos por el vértice de rotulo 3, luego sigue por los vértices de distancia 1 (1,4,5,6). Luego por el de distancia 2 (2)

El número del vértice corresponde al orden en el cual es visitado por el algoritmo respectivo
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ALGORITMOS PARA ENCONTRAR CAMINOS EN DIGRAFOS PESADOS CON NUMEROS REALES (CONTINUACION DE RECORRIDO DE GRAFOS):
1) DFS pinchado (st-path search): Permite encontrar un camino entre dos vértices s y t 
2) BFS: Para hallar camino con cantidad mínima de arcos
3) DFS con backtracking , marca y desmarca: Permite encontrar un camino de costo mínimo entre dos vértices s y t 
4) Dijkstra: Permite hallar todos caminos de costo mínimo entre un vértice a y todos los otros vértices 
5) Floyd: Permite hallar el camino de costo mínimo entre cada par de vértices s y t 
ST-PATH SEARCH:
· PROBLEMA: Buscar un camino en un grafo G de un vértice s a un vértice t
· S: Origen
· T: Destino
· [image: ]ESTRATEGIA: Explorar el grafo en DFS manteniendo el camino explorado y marcando los vértices visitados para no volver a explorar porciones del grafo ya explorados 
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DFS CON MARCA Y DESMARCA: 
· Dado un dígrafo pesado con números reales, permite hallar un CAMINO DE COSTO MINIMO entre dos vértices origen y destino computando el camino y su costo (entendido como la suma de los pesos de los arcos)
· El tiempo de ejecución para un grafo que tiene todos los arcos entre cada par de nodos es O(n!) [ n! se da en el peor caso que es cuando todos los vértices están conectados con todos los otros vértices) [TOTALMENTE INEFICIENTE]
[image: ]
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BFS PARA HALLAR CAMINOS: 
· Retorna true si hay camino de s a t en un grafo G
· Previo es un mapeo tal que previo.get(v) retorna el nodo previo de v en el camino de s a v
[image: ]
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//Agregar papel con explicación del recorrido
ALGORITMO DE DIJKSTRA:
· Suponga un dígrafo G tal que cada arco tiene costo no negativo, Dijkstra computa los caminos de costo mínimo desde un vértice a “a” todos los otros vértices de G
· El vértice “a” se conoce como la fuente
· El COSTO DEL CAMINO es la suma de los pesos de los arcos del camino
· El algoritmo mantiene un conjunto S con los vértices cuyo camino con la distancia más corta es conocida [mínima] (S inicialmente está vacía)
· En cada paso se agrega a S el vértice u cuya distancia a la fuente es tan cercana cómo es posible
· El algoritmo termina cuando S contiene todos los vértices
· La salida del algoritmo son dos mapeos D : V  Float y P: V  V tal que:
· D(v) es la distancia a v desde la fuente
· P(v) es el vértice anterior a v en el camino desde la fuente a v
[image: ]
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PROGRAMACION DINAMICA:
La programación dinámica es un método para resolver un problema dividiéndolo en una colección de subproblemas menores, resolviendo esos subproblemas sólo una vez, y almacenando sus soluciones usando una estructura de datos en memoria principal (e.g. arreglo, mapeo, etc.)




















//PROGRAMACION DINAMICA
[image: ]ALGORITMO FIBONACCI:
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ALGORITMO WARSHALL: 
1) COMPUTO DE LA CLAUSURA TRANSITIVA R* DE UNA RELACION BINARIA R://Ejemplo: Grafo de la relación divide

· Una relación binaria R es transitiva cuando aRb y bRc implica aRc
· Dado un grafo que representa una relación R, el algoritmo de Warshall permite computar la clausura transitiva de R, notada como R*
· La clausura transitiva de R es la relación transitiva más pequeña que contiene a R
· Cuando R es representada con un grafo G dirigido, si R no es transitiva, entonces G no contiene todos los arcos para los vértices que pueden ser unidos mediante caminos
EJEMPLO: R = { (1,2), (2,3) } entonces R* = R U {(1,3)} pues es posible ir de 1 a 3 (pasando por 2



2) COMO CALCULAR R*:
· Si la relación R entre n elementos se representa con una matriz booleana de n x n (booleana quiere decir formada por 1s y 0s), entonces  (es decir, R x R x R x…xR realizado n veces, con “x” representando el producto booleano de matrices)
· La clausura R* se calcula como R U R2 U R3 U …. U Rn, donde U representa el join-booleano (or-booleano componente a componente) entre matrices//Unión de matrices de adyacencia 

[image: ][image: ]	Algoritmo de warshall en lenguaje C





















[image: ]ALGORITMO DE WARSHALL (PROGRAMA)


















ALGORITMO DE FLOYD: “CAMINOS MINIMOS”
· Dado un digrafo pesado G=(V,A) donde cada arco tiene un peso numérico no negative
· Queremos calcular los caminos de costo mínimo de todos los vértices a todos los vertices
· Supongamos que C(i,j) es peso del arco (i,j) de A
· Usaremos una matriz A de n x n tal que inicialmente A(i,j)=C(i,j), o  si no hay arco entre i y j
· En la iteración k-ésima veremos si actualizamos a A de acuerdo a  
· [image: ]P(i,j) almacenerá a k (i.e., uno de los vértices intermedios en el  camino de i a j)
	




La matriz restante muestra costo mínimo de los caminos de todos los vértices a todos los vértices
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image3.png
En el grafo dirgido, el rco (uv) es un par ordenado
Incicando una fecha del vértice u 3l vértice v.
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4 En el grafo no dirgido, el arco
(uv) en realidad s un conjunto
{uv)ya que (uv) eslo mismo
que (o).
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image7.png
Ejemplo de grafo dirigido: Grafo de herencia de interfaces en
Java.

7 Vendible java 7 Transportable java
public interface Vendible { public interface Tramsportable {
public String descripcion() ; public int peso();
public int precioLista(); public boolean peligroso();
i )

public interface ItemAsequrable extends Vendible, Transportable
public int valorAsegurado();
)

Vendible Transportable

Los vértices son las
interfaces y los arcos, la

relacién extiende. temAsegurable
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Eiemplo de grafo dirigido: Grafo donde los vértices son
nimeros enteros y los arcos indican qué nimero divide a
otro. E.g. como “2 divide a 6”, habrd un arco (2,6).
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ArcosEmergentes(b) =

{(b,c), (bg)}
Outdegree(b) =2

d  El vértice g es una hoja del
digrafo




image10.png
Arcosincidentes(g) =

{(b,g), (e,8), (dg), (f.g) }
Indegree(g) = 4

Arcosincidentes(a) = { }
Indigree(a) = 0

El vértice a es una raiz del digrafo.
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Grado(b) =3
Grado(g) =4

ArcosIncidentes(c) =

{(b,c), (c,d)}
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image14.png
+ Ejemplo: Digrafo donde los vértices representan
aeropuertos, los arcos son vuelos y puede haber més de

un vuelo entre dos aeropuertos.
5 b Hay dos arcos que
unen “a” con “b”, uno

1 con peso 8y otro con
peso 15.
[l ARCOS PARALELOS

e Nota: Un “grafo simple” es un grafo que no es multigrafo.
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Ejemplo de camino en grafo dirigido: Como hay un camino
de 2 a 16, entonces inferimos que 2 divide a 16.
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Caminos del nodo “A” al nodo “G”
13
a.b,¢,d, gesun camino.
a,e,gesotro camino.
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t

El camino de los vértices a,

El camino de vértices a, e, g, b, a

Este un ejemplo de grafo
aciclico

&g, b, .. es un ciclo simple
(arcos no dirigidos)

es un ciclo diri
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Eiemplo: El costo del camino ‘iamispepamges
8+5+342=18.
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e

Grafo G Grafo H subgrafo de G
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<t A

Gatog

Grafo no conexo (cada circulo contiene
una componente canexa del grafo)

Grafo conexe Grafo (dirigido) fuertemente canexo
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METODOS DEL TDA GRAFO (no diririgido):

//Consultas:

1) vertices(): Retorna una coleccion iterable con todos los vertices del grafo

2) edges(): Retorna una coleccion iterable con todos los arcos del grafo

3) incidentEdges(v): Retorna una coleccion iterable con todos los arcos incidentes sobre un vertice v
(lanza un error si el vertice pasado por parametro no pertenece al grafo)

3) opposite(v,e): Retorna otro vertice w del arco e = (v,u); Se produce un error si e no es emergente

de v (o incidente de v)

Retorna un arreglo (de 2 componentes) conteniendo los vertices del arco e

(lanza un error si el arco e no pertenece al grafo)

5) areAdjacent(v,u): Testea si los vertices vy w son adyacentes
(lanza un error si alguno de los vertices no pertenece al grafo)

4) endVertices(e:

//Modificadores:
6) replace(v,x): Reemplaza el rotulo del vertice v con x (lanza una excepcion si el vertice v
no pertenece al grafo)
7) replace(e,x): Reemplaza el rotulo del arco e con x (lanza una excepcion si el arco e no
pertenece al grafo)
8) insertVertex(x): Inserta y retorna un nuevo vertice con rotulo x
9) insertEdge(v,w,x): Inserta un arco con rotulo x entre los vertices vy w (lanza una excepcion
si alguno de los vertices pasado por parametro resulta que no pertence al
grafo)
//Eliminacion:
1) removeVertex(v): Elimina el vertice v y todos sus arcos adyacentes y retorna el rotulo de v
(lanza una excepcion si el vertice v no pertenece al grafo)
2) removeEdge(e): Elimina el arco e y retorna el rotulo almacenado en e
(lanza una excepcion si el arco e no pertence al grafo)
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Guvertices() > [va, vb, vc, vd, ve, vf, vg]

G.ediges) > e EusCur Cuy CcsCu e
e ty)

va.element() > ‘a
e,y clement()> &

Guvertices|).iterator().next().element() > ‘"
G.edges()iterator().next().element() > 8

G.incidentEdges(vg) >
o e Cer €]

Gopposte(vb, e,,)) > vg

Gendverticesle,) > [Wb[ve

G.areAdjacent(vb, vg) > true

GuareAdjacent(ve, vc) > false
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Gremovetdgele,) > 7

GremoveVertexivg) >'g’
Remueve al vértice g y a todos
sus arcos adyacentes.

e
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Insertaremos un vértice con
rétulo hy un arco de b a h con
rétulo 8.

Vh&G.insertvertex() e
f G.insertEdge(vb,vh,8)
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DIAGRAMA UML DE IMPLEMENTACION

[resone ] Extienden:
? stienden: va que son
] posiciones de arcos y
Ona eV virtices

oo G

Fpenars il

| Implementa

Ve

G

poscontnusiavertces:

oscontnustaneo N ———

> Capsula balsa: Ey V son lo
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LISTA DE VERTICES (V):
0 Su posicién en lalista
1 Su rotulo

| Su posicién enla lista
" Supeso
1 Los vértices que une
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a b LISTA DE VERTICES (V):
O—0O0——® i Conoce su rotulo,
® 1 Conoce su posicién en la lista de vértices
+ Conoce la lista de arcos que inciden en el (o emergen, si es Digrafo)

1 Conoce su rotulo
1 Conoce a los vértices que une

1 Conoce las posiciones en [a lista de adyacencia de arcos
1 Conoce su posicion en la lista de arcos del grafo

ISTADEADYAGENCIA Conocen la posicion de los arcos,

que almacenan, en la lista de arcos del grafo.
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o = —

implementan
' el t: 1 |

G laAdyscemer
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OPERACION TIEMPO (ORDEN)
vertices () Ofn)

edges () O(m)
endVertices(e) o)
[opposite(v.e) o)
incidentEdges(v) O(deq(v)) @] |
areAdjacent(v,w) O(deg(v)) (1) |
replace(v.x) o)
replace(e,x) o)
inserVertex(x) o)
insertEdges(v,wx) o)
removeEdge(e) om |
removeVertex(v) O(deg(v)) (2]

(1) Orden del grado del vértice de v (lista de arcos
emergentes o incidentes)
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Sea G=(V,E) donde:
V=(1,234,5}
E=((12), 23),(25), (34), 3:5)

Poreemplo, como (23) e arco
entonces a,, =




image32.png
12 3 4 s

0 2 0 = 0|1
22 0 8 0 86|[2
0 8 0 67 9
0 0 67 0 0

0 8 9 0 0

Sea G={v) donde: for i, omo 23 s nrcocon L

V23451 rtado
Elinaes e Potewocnoein
w(1,2)s23, w(2,3)+8, w(2,5)+86, e

W(3,4)267, wi3,5)eS.
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a b

O——O—®

Lista de vértices del grafo )

V@ ® ®
i f i
(I«I9] [ G2
Z
012
TV
Lo . [ matrizdearcos
AT - | adyacentes [

Lista de arcos del grafo [l|
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OPERACION TIEMPO (ORDEN)
vertices() Ofn)
edges() O(m) -
ErVamcaaE) o) PREGUNTAS A TENER EN CUENTA:
opposite(v,e) o) 3 ;Cusl es el T(n) de removeVertex(v) si
incidentEdges(v) Ofn + deg (v)) (] asumimos que no hay arcos que salen o
areAdjacent{v,w) o) llegan a v7 (punto en la nada, sin
replace(v,) o) conexién) o
replace(e,x) o(1) 2> En rEAmGVEVerex[v) £Qué podria hacer
inserVertex(x) ol @) FED ;":;Ség;;c;:;spnnde aunafila
insertEdgestvwa) o)
removeEdge(e) o(1)
removeVertex(v) o) @)

ACLARACIONES:

2)

1) Porque debo recuperar el indice de v (indice de la fila de la matriz), recorro n celdas (mariz N x N}y,
adauirir los arcos de las correspondientes celdas de la fila > Como deba insertar en un iterable, los
arcos, entonces recorro el grado del vértice,
Esto se debe a que en el peor de los casos del inseriVertex, se debe agrandar la matriz { O(n?}) > En el
del removeVertex tendria que luego de eliminar un vertice, también eliminar sus arcos; también
debo compactar la matriz, para que no quede un indice sin usar (O(n?))

ecto a la cantidad de arcos incidentes
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publicinterface Vertex<E> extends Position<E> {  }
publicinterface Edge<e> extends Position<E> {  }
publicinterface DGraph<V, €> { 1/ DGraph.java
‘public Iterable<Vertex<V>> vertices();
1/ Retorna todos los arcos (dirigidos) del digrafo:
public terable<dge<€>> edges();
// Retorna los arcos dirigidos que emergen de v:

public terable<Edge<E>> emergentEdges(Vertex<V> v);
‘public terable<€dge<E>> incidentEdges(Vertex<V> v);
‘public Vertex<V> opposite(Vertex<V> v, Edge<>

‘public Vertex<V> ] endVertices(Edge<E> e);
1/ v es adyacente a w i hay un arco dirigido de v a w:
public boolean areAdjacent(Vertex<V> v, Vertex<V> w); o

public V replace( Vertex<V> v, V x);

public € replace( Edge<> e, € l‘ bl

public Vertex<V> insertVertex(V x; Primar vartca s 1a
I/ Inserta un arco dirigido de va w con pesox coluyel Segumdo ln
public Edge<E> insertdge(Vertex<V> v, Vertex<V>w, Ex); punta de a flecha

public'V removeVertex(Vertex<V>v);
‘public € removeEdge(Edge<E> e);
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Position<E>
element():E

>II

<<binds>>E->V

Vertex<V> Edge<E> DGraph<V,E>

7 7 >

1 1 1
Vertice<V,E> Arco<V,E> DigrafoListaAdyacentes<V,E>
rotulo: v ";“";:_f, ricecve nodos: PositionList<Vertice<V,E>>
posicionEnListaVertices: Vi, v2: Vertice<V,E> arcos: PositionList<Arco<V,E>>

Position<Vertice<V,E>>
emergentes, incidentes:
PositionList<Arco<V,E>>

posicionEnEmergentes,
posicionEnincidentes:
Position<Arco<V,E>>
posicionEnArcos:
Position<Arco<V,E>>

En el arco, v1 es la cola de flecha/arco y v2 es

la punta de la flecha/arco.

V] — V2
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VI@——— gV

V1 es el vértice colay V2
es el vértice punta
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Sea G=(v€) donde:
V=(1,23,45)
£=1((12),32),(43),(5.2), (53))

Por ejemplo, como (5,2) es un arco
entonces a;, = 1. En el arco (5.2), S esla
cola del arcoy 2 es1a punto.
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o8 o 0 o0
00 000
4=[0 8 0 0 0
00 6700
08 9 00

Sea G=(\,E) donde:

,2,3,4,5) Por ejemplo, como (3,2) es un arco con
(3.

peso 8 (notado como w(3,2)=8)
entonces a,, = 8.

(43),(52), (5,3}
w(5,2)=86,
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Depth-first search
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2 8)

fa

El numero del vértice.

corresp

cual es visitado por el
algoritmo respectivo
Equivalente a la bsqueda en

pre-ord:

sonde al orden en e

en B DFS:3,12456 )

El recarrido sale del vértice con
rotulo 3> En rojo estala
distancia al 3 en cantidad de
arcos de acuerdo can el

‘Algoritmo DFSShell( G : Grafo)
para cada vértice v de G hacer

para cada vértice v de G hacer

‘Algoritmo DFS( G : Grafo; v Vértice )

Sivno estd visitado entonces
DFS(G,v)

‘marcar v como no visitado.

procesamiento de v previo a recorrido
marcar av como visitado.
para cada vértice w adyacente av en G hacer
siwno estd visitado entonces.
DFS( 6, w)
procesamiento de v posterior al recorrido

ACLARACIONES DEL ANALISIS DEL TIEMPO DE
EJECUCION:

>
>
>

Paso na vez por cada nodo ©
Visitar el nodo  imprimir ©
Visitamos todos os nodos 4; (arcosladyacentes ©
1) Uamado recrsivo

No puede haber mas arcos que la cantidad de
|

Cs

‘CONSIDERASIONES Y ACI ARACIONES:

> En este tipo de recorridos tengo mas de una
forms de llgar a un verice [Mantengo
estructurs de recorrido de pre-orden, pero
cusndo decido splicar recursién sobre un
o de un nodo, pregunto sino o i antes; 5 lo
i o hago I recursion diferentes formas de
saber s lo visite)] [l

> Esterecorido smanca por el nodo de rotulo 3,
ysigue por | siguiente que descubre (el de
rotulo 1)y asisiguienda los arcos hasta el
nodo de rotula 3

£n este caso se podria volver 3 nodo de

Totulo 3, pero ya esta descubierto ()

> Elproblema central de los recorricos es
cusndo el graf, con e que trabsjo, no e un
ARBOL [POSEE C/CLOS][*Tengo mas de una.
forma pars legar 3 un vértice (o alcanzar un
vértice)']

+ Seaungrafo G=(VA)
Seann = #Vym=#A_ (£ quiere deci ol cardinal de'5)
implfica e anslisis, supongamas que el grafo es conexo.
+ Elalgoritmoviita 1vez cada vértice  en cada vrtice i ecorre su isa de
adyacentes que mide 4, entonces

Tem=¢ »
€ FZim (e +]

- par

Note que m = 0(n?) (%)

Andlisis del tiempo de ejecucion

162+ ¢ Bl Ay

€ +nc, dme;

< (+m)eHn+ m)cy + (n+m)c;
(n+m)(etes +e3) = O(n+m)

F
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dnterfaces «interfaces
Map<K,v> Position<E>
Extends Extends

«interface» HashMap<K V>
DecorablePosition<E>
AR
Extends
dnterfaces dnterfaces
Edge<E> Vertex<V>

= Vertice<VE>
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public interface DecorablePosition<E>
extends Position<E>, Map<Object,Object> {

}
public interface Vertex<V> extends DecorablePosition<V>{ }
‘publicinterface Edge<E> extends Decorableposition<E>(}
Para implementar la clase Vertice, hago:
public class Vertice<V,E>

implements Vertex<v>

‘extends HashMap-<Object,Object>
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TR

Siv es un Vertex<Integer>, entonces:

* v.element() retorna un entero que corresponde al
rétulo de v

* v.put( ESTADO, VISITADO) permite anotar que v

esta visitado

v.get( ESTADO ) permite testear si v es un vértice

visitado o no (que puede devolver NO_VISITADO

o null).

ESTADO y VISITADO son dos Object inicializados

en la aplicacion cliente del grafo.
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public class Aplicacién { //Atributos de la clase
private final Object VISITADO = new Object();
private final Object NOVISITADO = new Object() ;
private final Object ESTADO = new Object();
1/Método cascara

public <V.E> sttic void dfsshelll Graph<V,E> ) {
for( Vertex<V> v : gvertices() ) }

wput{ ESTADO, NOVISITADO );
forl VertexcV> v guertces() )
if{vget{ ESTADO ) == NOVISITADO )
dis(gv);
) //método recursivo recursivo)
private <VE> statc void fs{ GrapheV.E> . Vertex<V>v)

Eneste caso, el amiento de v es s6lo imprimir su rétulo:

System.out.printin{ velement());

viput( ESTADO, VISITADO ); //Marco como visitado
Ierable<Edge<E>> adyacentes = g incidentEdges( v); //

for( Edge<E> e : adyacentes ) 1/Por cada vertice incidente

Vertex<V> w = g.opposite(, € e, lo marco como
(OVISITADO )

f( w.get( ESTADO )
dis(g.w);

visitado y llamo a recursion
)

1/ Acé va el postpr
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- Eiemplo de drbol: Para este
e  grafo no dirigido, debajo
( ) ¥4)  estd el arbol que se genera
J al salir de A (los arcos llenos
L son los arcos tree y los
g 4rcos punteados son los
back).
Si el grafo es no conexo,
tendremos un arbol por
cada llamada al DFS (i.e.
para cada componente
conexa). [IGSEFCESIBAEKIHG
son parte del arbol.

ACLARACIONES DE LA IMAGEN:

l & puede ira D o C > Depende como estn cargados los arcos en la lista de arcos

| ARCOS DE RETROCESO: Lievan a vértices ya visitados

| ARCOS DEDESCUBRIMIENTO; Lievan a vértices no visitados [Forman érbol resultante de la compenente conexal
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‘Algoritmo DFS( G : Grafo; v : Vertice )
Marcar a v como visitado
‘Para cada arco e en G.incidentEdges(v) hacer
si e no estd visitado entonces
w € G.opposite(y, e )

siw no esta visitado entonces [1]
etiquetar a e como arco de descubrimiento
DFS(G,w)

sino

etiquetar a e como arco de retroceso

Tors(n,m) = O(n+m) con lista de adyacencia
Torln,m) = O(n?) con matriz de adyacencia

) Yaque: A

D

c
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BOSQUE DEL DFS CON ARCOS DECORADOS

(publ\c static void <V,E> DFS( Graph<V,E> G, Vertex<V> v,
vput(k, VISITADO );
for( Edge<E> e : G.incidentEdges(v) ) {
if( e.get(k) == null) { //NULL = no marcador (no visitado)
w =G.opposite(v, e )
if( wget(k) ==null ) {
e.put( k, ARCO_DESCUBRIMIENTO );
DFS( G, w, k);
}else
e.put(k, ARCO_RETROCESO );

}

Tors(n,m) = O(n+m) asumiendo operaciones de mapeo en O(1)

[IObjeto con el que marco el estado de los arcosy
Vértices (CLAVE DE MARCADO)
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PANAY
TaTane

Breadth-first search
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//Método cascara: Para grafo conexo y no conexo
Algoritmo BFSShell( G : Grafo )
para cada vértice v de G hacer
marcar v como no visitado
para cada vértice v de G hacer
si v no esta visitado entonces
BFS( G, v) //Uamado recursivo
1/Método recursivo
Algoritmo BFS( G : Grafo; v : Veértice )

Analisis del tiempo de ejecucion

Sea un grafo G=(V,A) //n cantidad de vértices y m cantidad de arcos.
Seann=#Vym=#A  (#S quiere decir el cardinal de S)

Para simplificar el analisis, supongamos que el grafo es

conexo.

Sea A, la cantidad de adyacentes del vértice i

TOum) = ¢+ Ty (e + Tty ¢5)

cola € new Cola()
cola.enqueue( v)
marear a v como visitado
mientras not cola.isEmpty() hacer
u € cola.dequeuel()
procesar a u
para cada vértice x adyacente a u hacer
5iX no estd visitado entonces

=1+ Tl (cx + Aics)
€+ T, Aics
¢ +nc, +meg = 0(n+m)
Note que m = O(n?) //se puede acotar con n2(si el grado es.
denso, muchos arcos]
1165114y = mC, > Cantidad de
arcos del grafo

marcar a x como visitado
Tuslnm) = Ofn+m) @

cola.enqueue( x)
El algoritmo hace un listado por niveles desde v pero
teniendo en cuenta (dle esta forma, marca diferencia
con el recorrido por niveles de los arboles)
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Planteo recursivo: Jdestino (@)

HallarCamino( g: Grafo, d - Vetice, & - Vertice) : Boolean
{} | CB: Si 0=d => HallarCamino(g,0,d) = true
J/casos base

{2 |CB: Si 0#d y 0 no tiene adyacentes =
HallarCamino(g,0,d) = false il

{81 |CR: Si 0 # d y o tiene adyacentes => HallarCamino(g,0,d) = (L //caso recursivo
(3v € g.emergentEdges(o)).(HallarCamino(g,v,d) = true)

ACLARACIONES:

1) Sielvértice de origen es igual al de destino >
Encontré camino en true 8.emergentEdges(origen)

2) Siel vértice o es distinto de d (o resulta que o es ‘DA HClgud)
una hoja) y o no posee mas arcos adyacentes =
(sin recorrer)  Encontré camino en false

3) Cuando origen no es destino (o es distinto de d)
y ©no es una hoja (posee al menos un arco
adyacente no recorrido), tal que existe un arco

destino

emergente de o, que lleva a un vértice opuesto
v, en el que existe camino de va d
[recursivamente]

4) Retorna un boglean que indica si existe o no un
camino entre 0y d
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DFS pinchado (s-t path search)

/lista que almacena camino,
Algoritmo HallarCaminol G, origen, destino, camino

Prigen.put{ Estado, Visitado) { marco ¢

boolean

‘CaminG 3GQLRSH origen | encolo = orgen e el camine

Si origen = destino entonces  C& positivo
11 Peor caso: recorre todo un

grafo de n vértices y m arcos

retorar verdadero { encontré ¢l camino
Sino (CB negativo y CR }

para cada adyacente v de origen en G hacer [l
sivget( Estado ) = Novisitado entonces
encontre € Hallarcaminol G, v, destino, camino )
i encontre entonces retornar verdadero {/Retornar rompe el paral |
{Exploré todos s adyacentes.y no encontré el camino, i origen no tiene adyacentes
hago backtracking: borro a origen del camino y retorno falso. }
camino.remove( camino ast() )
reomrioe &

Sino retora

Sino encontré camino a
destino, explorando todos los
adyacente, o no hay
adyacentes (o es una hoja),
remuevo origen y destinoy
retorno falso [destruyo camino
almacenadol [camino sale

el |

esto,
entonces
hace esto:

IMPORTANTE [l Si existe mas
de un camino posible, lo que va
2 decidir que camines encontras
es la forma en la cual estén
almacenados en la lista de arcos
de los vertices
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Estrategia para hallar ciclos

) Por cada vértice wi de v, recorrer el
camino hasta ver si uno lleva de nuevo a

Algoritme HallarCiclo( G, v ) : Lista
encontre € falso //Busco camino de w a v (vecino)[por cada vecino wil win)
v (wi=y)

mientras hay adyacentes para considerar y no encontre hacer

w € siguiente adyacente de ven G
encontre € HallarCamino( G, w, v, camino) //Algoritmo anterior, nos da el camino y retorna boolean

finmientras
ciclo € new Lista() //Creo lista a retornar
si encontre entonces//Si encontré el camino de"J"am'"'"“‘G R el bl

ciclo.addLast( v ) //incluyo v en lista retornar ,* '\ [ Por recorrer cada wi vecino de v

para cada vertice x de camino hacer \ A Por cada uno de los wi, en el peor caso

iclo.addLast{ x) //inserto cada vértice del "~ Q€= recorre todo el grafo
finpara camino a lalista a retomar . Celo(G) [En el peor caso, el camino de wa vson n
nodos del grafo  El for cicla n veces

finsi
Thatscee(m) = Ofgradole} o) )

retornar ciclo
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Estrategia para buscar camino de costo minimo

La estrategia consiste de generar por fuerza bruta todos los caminos posibles de origen
a destino con su costo.
Hago un proceso de minimos: Cada vez que encuentro un nuevo camino de origen a
destino, me fijo s el costo del nuevo camino hallado es mejor que el mejor que tengo
hasta este momento. Si es as,lo actualizo.
Para generar todos los caminos posibles debo:
(1) Marcar vértices como visitados para no entrar en bucles infnitos si el grafo tiene
ciclos dirgidos.
(2) Desmarcar vértices al hacer backtracking para permitir que un vértice pueda
pertenecer amis de un camino posible. //Si produce camino de (-) costo
El comino 1-2-4-5 tiene costo

10+20+10=40
=2 El comino 1-3-2-4-5 tiene costo
@ 148+20+10-39
origen destino gl comino 1.3.4-5 tienen costo
o 1+6+10-17

Para explorar el segundoy
tercer caminos es necesario
desmarcar los vértices ya
visitados al generar el primer
camino.
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S snmmerans i o B el peda porprias > B

Algoritmo HallarCaminoMinimo(G, origen, destino, camino_actual, mall (ver explicacin mas adelante) > El pasaje

oo camin, actulcamino,minimo, st camino.mini) [ Forvalon (o referemein) > L varables de
‘onzen put( Estado, Visitado ) { marco a origen como visitado |

lado del cliente se ve modificada

Camino_actual.addLast( origen ) { encolo 3 origen en el camino_ac

i origen = destino entonces {llcgué de nuevo a destino | //CB positivo. {# Agrego peso del arco de origen a v, actualizo
Sicosto_camino_actual < costo_camino_minimo entonces

encontré un camino mejor => actualizo el mejor camin hasta el momento }
camino_minimo ¢ camino_actual.clone_profundidad()
[l costo camino minimo ¢ costo_camino_actual
Sino{origen <> destino = para cada adyacente de origen, veo sipuedo llegar a destino } //CB negativo'y CR
para cada adyacente v de origen en G hacer //Para cada vecino de v
sivget{ Estado) = Novisitado entonces //Sino fue visitado
HallarCaminoMinimol G, v, destino, camino_actual, //Hago un llamado recursivo

B sosto_camino actual + peso_arcolorigen.y), camino_minimo,
Gostocamino_minmo]

camino_actual.remove( camino_actual.ast()) { backtracking: saco a origen del camino ) //Saco al ultimo del camino

origen.put( Estado, NoVisitado ) { desmarco 3 origen asi se puede reusar para otros  //-.. y lo desmarco, para volver a utilizarlo para otros caminos
caminos)
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B MANTENIMIENTO DEL COSTO MINIMO:

' JAVA tiene pasaje de parametros por valor, por lo
tanto programar cédigo erréneo como:

Void busear_caminol . lat osto et

ual < costo_minimo) |

i costo

costo_minimo = costo_actual;

}

1 No funciona! Incluso usando Float (clase wrapper
de float)

¥ Por o tanto se recomienda usar una clase:

ass Sofucion |
float costo;
setters y getters para el costo.

)

O mejor atin que permite almacenar cuslquier tipo A como solucidn:

cass Solucione> {
Aestado; Simula pasaje
setters y gtters para el estado .. | por referencia

POR QUE Tin) = Of(n-1))) COMO TIEMPO DE EJECUCION DEL
METODO? (Con clonef) en O(1)) [ALGORTMO
HALIARCAMINOMINIMO]

Supongamos que el grafo de entrada tiene n vértices y cada vértice
esta conectado con los otros n-1 vértices
¢Cémo es el espacio de busqueda del problema?

n1
lamadas

(0-1)*(n2)
lamadas.

(n-1)*(n-2)*(n-3)*(n-4)"...*2
llamadas

En cada lamada recursiva hay un
vértice menos que antes porque hay
otro vértice marcado como visitado.

2 )2
destinodesting 1202

1) Falta tiempo del clone (multiplicar por n) >Ofn) a Tin)

Es un algoritmo totalmente ineficiente:

PEOR ESCENARIO: Recorrer todos los vértices de un grafo, menos el

origen
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BFSSearch( G : Graph<V,E>, s : Vertex<V>, t : Vertex<V>;
previo: Map<Vertex<V>, Vertex<V>> ) : boolean

Me garantiza encontrar el camino de s a
tutilizando la menor cantidad de arcos

endolar s en Q; marcar s //ncolo el vértce de origen
while Q no esta vacia Do //Marca como visitado a s

desencolar x de Q

if x = t then return true
desencolo es t) entonces dejo de busca
y retorno true

1/sino buso en adyacentes

1/sinunca llegué a ese retomo y la cola
esta vacia, retomo falso (no existe

for cada adyacente v de x do
if v no marcado then
encolarven Q
marcar v

1/siel elemento encolado (primero que

NOTA: Es |a misma estrategia que para
buscar en un arbol.

La diferencia con un arbol es que en el
arbol, el previo de v solo puede ser el
padre de v mientras que acé hay que
anotarlo explicitamente en un mapeo ya
que le previo podria ser cualquiera de los
predecesores de v.

r

] previo.put(vx) camino de s a t, recori todo el grafo)
Return false
Nota: Encuentra el camino mas corto en cantidad de arcos entre sy t

T(n,m) = O(n+ni)  //PEOR CASO: Recorro todo el grafo.

{1 Anota que cuando llegué de x,vine
de v[previo de x] (armo mapeoc) >
Ancto de donde vine > No armamos
un camino > Para cada vértice
anotamos un mapeo con su previo
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RECUPERACION DEL CAMINO (VERSION (1

RECUPERACION DEL CAMINO (VERSION (2)):

Recuperar s, t, previo ) : Lista

Crear una pila p

xét

Mientras x <> null //Cuando el previo es NULL [corto repeticidn]
apilar x en pila p //Apilo previo en la
X € previoget(x) //Obtengo previo

Fin mientras

Crear Lista L //Creo lista

Mientras pnovacia //saco los elementos de la

LaddLast(ppopl) imaceno enla lista
Retornar L //Retorno la lsta del camino

7(n) = O(n) cuando addLast funciona en (1) con n la longitud del
camino (que se puede acotar con la cantidad de vértices del grafo)

Recuperar( s, t, previo) : Lista
x€t

Crear Lista L

Mientras x <> null

LaddFirst(x) //utilizo addFirst() para

X € previo.get(x) organizar (mas sencillo que la
Fin mientras pila)
Retornar L

T(n) = O(n) cuando con n la longitud del camino (que
se puede acotar con la cantidad de vértices del grafo)
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Topal) = O(n?) si G tiene n vértices y estd
Algoritmo Dijkstra //W(v; ;) = 02> $ino hay arco (peso del arco v; a v; ;""‘T"‘af“;‘:;‘ e logiol)

ogstnlnm) = O(m + n)log(n)) (son m
actualizaciones a una cola con prioridades
adaptable de n elementos),si G estd representadol
con lsta de adyacencias y get y put del mapeo

Entrada: G : digrafo simple conexo con todos lo pesos positivos y a : Vertice

{G tiene vértices a=vy, y, ., v, y pesos w(v,v) donde w(v,v)== s (v, no es un arco en
G}

Salida; D : mapeo de vértice en float y P : mapeo de vértice en vértice //mapeos tienen O(1).
fori:=1to ndobegin {para cada vértice )
D(j) = { Asumo que la distancia de la fuente a a i es infinita }
P() =0 {Asumo que no hay anterior a i en el camino de aa i }
end 0
D(a) =0 {La distancia de a3 a es 0} //Costo 0 [de fuente “a” a fuente “a"] C‘ a
5= {No hay vértices procesados }
fori:=1tondobegin {repetirnveces }
U := un vértice no en S con D(u) minimo { elegir el vértice u més cercano 2 3 )
S:=SU{u} {marcar a u como procesado }
for cada vértice v adyacente a uy que no estd en S do //Adyacentes de u que no hayan sido procesados
H#D(u) + wu,v) < D(v) then begin { hacer edge relaxation | I1si el costo de ir hasta u mas el peso del arco
D(v) := D(u) + w(uy) {anotar nueva distanciadeaav)  deuaves mejor que el camino hasta el
P(v):=u {anotar que el anterior de v es u en el camino } adyacente v
end
end [B) > Me sirve para saber la distancia de “a” al vértice
return (P,D) { retornar resultados }

que le paso en el get(v;)
[iB] > sirve para armar el camino de “a” a cualquiera de
los vértices v; del grafo
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Imensizn viey ot

04321320
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M [u=e
= Actualiza a f con D(f) = 13. P(e) = dy P{f)

€ primer vértice  que encuentra el aloritmo €3 @ puesto que e

D(a) = 0 todos los otros DIv) = = En la siguiente iteracién el minimo de D sera f.
@ u=a 2% IfPreviodebycesa

Actualzaa by a con D(b) = 4y D{e) = 2. 5= o). Pb) =2y Pe) =2

En'a siguiente tracion el minimo de D serdc. //EHo el mascecano

R

@fie 13

Relie 8§ d e con DI} =3, 0d) 10y D) 12 i mas cecano s o)

S=(ac). P(b) = 3, P(d) =<, Ple) =c. /[Previos deb dye
En la siguiente iteracién ol minimo de 0 serd b

@

=
Actualiza 3 d con D{d) =5,

5= (0.b,).pld) =3 //Plarb
En la siguiente iteracién el minimo de D serd d| //minimo es . u=d
5)[u=d

Actualiza a e con D(e) =10y a f con D(f) = 14. Ple) = d y P(f) = .
5={0,b,c d). //PleldyPlil-d

€n la siguiente iteracién el minimo de D serd e. /112 tistancia minima se da en g (u=e)
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Recuperacion del camino en Dijkstra
A partir del mapeo P, dado un vértice v destino, el camino de costo minimo de la
fuente a v es D(v) y el camino en orden inverso es es v, P(v), P(P(v)), P(P(P(V))), ...
Algoritmo recuperar( P, destino, a) //Obtengo camino de costo minimo de “a” cualquier vértice destino (usando mapeo P)
cola € new Colaf)
cola.enqueue(a) {encolo lafuente} // Encolo “a”
recuperar_aux( P, destino, cola) //Llamo a método recursivo
retornar cola

Algoritmo recuperar_aux( P, v, cola )

anterior € P(v) //Obtengo previo en el mapeo P, de v [destino]

Si anterior = 0 entonces //Si la D(anterior
{el camino es directo (xq el anterior es la fuente ) y terminamos } //Termino recursividad

sino
recuperar_aux( P, anterior, cola ) //Uamo recursivamente con el anterior a v

cola.enqueue( anterior ) //Encolo anterior

Nota:T,.. e ) = O[n) . Nota: La recuperacion se puede plantear en forma
iterativa usando,un while.y una pila,
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int fib(int n) {

if (n==0 || n==1) return n; I[Recursividad
else return fib(n-1) + fib(n-2);
! il I1rbol no simétrico >

Representacion recursiva
Fiiv2] gl calculo de Fibonacci

Fiblnd)
- (R
| serepiten > Recalula muchos resutados
mermedios
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Fibonacci con programacién dindmica
int fib(int n, int (] resultados) {
if (resultados(n] = 0) return resultadosn]; //Si el valor para n esta computado, termino recursion (1)
718 it (ne=1){ resultados[n]=; return resultados[nl; } //Almaceno n en el resultado y o retorno

J1cR efse { resultados{n] = fib(n-1}+ib{n-2); return resultados(nl; }//Retorno resuitado
) I[Calculo con Fibonacci el resultado [recursion]

Fib(n)

T2 resolucion de estas.
invocaciones ahora
| tienen tiempo constante
porque simplemente
recuperan el valor de
ib{n) de resuhtados(n].

Fib(n-2)

Fib(n-3) Fib{r-4)

[ P ———

Alusar un arreglo resultados para almacenar los resultados intermedios ya calculados, se-
puede bajar el orden a .
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71 Resiza o clausurs ransiive de una matriz booleana
11 cuadrode de tamafo n en O(n°4)

public static void clausura_cransitiva(

" iat00a, int n, ist 00 a_stan{ //Recibe dos matricesy un enteron

int [10) prod = new int[n](n); /Realiza matrices producto con dimensiones n x n
e 00 red2 = new sactattars /M pro

copiar(a, prod, n, m; //Copio matriz a en matriz producto
| forint im1; i<n; bee) { //nd iteradoncs
producto(prod, o, n, n, n, prod 2); //O(3) //Hago el producto entre matrices boolean
hacer_join(prod 2, prod, n, m;  //0"2) /[Hace join boolean entre matriza R y R? [su matriz de adyacencia...
) . /1...suma boolean
copiar(prod, a_star, n, m); //O'Z) //Almacend enmatriza
)

1/ copa amatrizaenlas
public static void copiar(int [1la,
int (0B, inc n, incm (
for(ine =0 i<n; ive)
for(int 3=0; 3m; 344
B = alil 31

11 Vace ¢l joinsosieano de los matrices ay b de nxm.//0(n? )
11 Vacer maxiy) es o miamo que hacer x oty
public scatic void hacer join(int [1(la, int [1[}b, int n, int m) (
for(int i=0; i<n; i+e)
fox(int Sm0; jn: 340)
BUIG) = Math.mex (6(11 3], a1 D); /) or = max

17 Reaiza o producta bookeano de s matrices oy b den xpy X e,
77 pacer max(y) e o mismo que acer x oy
71 acer mintey) s o mismo qu hacer xondy
public static void producto(int (101 a, int 1 b,
int m, nt p, intm, ine (10 @) ¢ //O(nY)
gox(ine 1=0; i<ns 1ve)
for(int 3m0; J<m; Jeu) (
crrt =0
Eor(int kes keps ken)
SU81031 = Math.max(<(31 (3], Math.min(als] (K], BUKI(31)): /] and = min
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Estrategia: Para cada vértice k, para cada par de vértices
(i,j) ver si puedo conectar i con j a través de ky si es asi,
agregar (i) a la clausura transtiva.

Procedure Warshall( M, : Matriz booleana

/1PvOTE
denxn)
WasliMA N ki)
W := Mg i L
fork:=1tondo OT@
fori:=1tondo b
forj:=1tondo Porsiesto | da1o0
w(ij) := w(ij) or (w(ik) a\d w(k,j))
End { W = [w;] es Mg } —

Sihay un camino de iaky de kaj

——
Tyarshan(n) =0(n7)

ipublic static void warshall( int [I[la, int n, int [1(1W) {
copiar(a, w, n, n); //0("2)
for (int k<n: ka+ ) //niteraciones //Repetirlo de adentro k veces (Elige PIVOTE)
for (int i<n; i++) // niteraciones //Recorre filas

for(int 3=0; 3<n; 3++) //niteraciones //Recorre columnas B
wiil13] = Math.max (wiil (31, N Ny
Math.min(w{i] (k], wIk]1[31)); //O(1) Wia(iK) Wi (ki)

11 €l procediniento fiene O(n"3) .,

//Determina si hay camino entre dos vérticesiy j
//Mas eficiente que DFS (s-t path search) y BFS search
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@ Determine el minimo peso de BRI
- i dio de | 6 ol
Al S alk) por medio de la comparacién de

min 1 (i, K), A= ()
k-1 es el anterior de ky 0 < k < n (de
Oan)
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Aigoritm Floyd
Para i€ 1. hacer //010?)
para i L.n hacer 1/Peso de arco entre ambos nodos:

sihay arco () entonces Al € C(j) (pero dl camino en a matriz]
S0 A1) & o //Sino existe arco > entonces peso (nodo ntermedic)

Ao i
il P) €0 { por defecto o camin e direco )
Paai € 1..n hacer /011
Ny iy e — O]
MO et A N
Parak € 1.n hacer //O(n*) >
o & s OO
Coleta para) € Lnhacer :
camino a0+ afk) <o) entonces
miima o) € i) + (k) //ia matiz ).
i €

Trudn) = O

Recuperacién del camino en Floyd
(Recupera el camino de i  y o almacena en cola que
inicialmente debe estar vacia. } 11> Motz
y 3 > vérsces
Algoritmo RecuperarCamino( P, i, j, cola ) = aiar > o —
k € P(i, j) //Recupero nodo intermedio
5ik % 0 entonces //Sies0,esdecto >k = Oindireco

RecuperarCamino( 1 k,cola ) /(177521
clarenqueue(K) /e





