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Teoria de Errores

Error Absoluto y Relativo

Si Xa es una aproximacidn a X, la diferencia entre el valor real y el valor aproximado se llama
valor absoluto (Ex):

Ex= X-Xa
El error relativo, Rx, se define como:
Rx= (X-Xa)/X, X!=0

Un nimero Xa es considerado como una aproximacién al valor real X a d digitos significativos si
d es el entero positivo mas grande que satisface

valorAbsoluto(Rx) <1/2 x 10~-d

Fuentes de los errores
e Errores en el modelo matematico
e Errores de programacion
e Errores en la entrada
e Errores de la maquina
e Errores de truncado asociados al proceso matematico

Propagacion del error

La propagacion del error es el error en la salida de un procedimiento debido al error en los
datos de entrada. Para encontrar el error de propagacion, la salida de un procedimiento (f) es
considerada como una funcidn de los pardmetros de entrada (X1,X2,...,Xn):

f= (X1,X2,...,Xn)= f(X)

Aqui, X= {X1,X2, ..., Xn}T es el vector de los pardmetros de entrada. Si los valores aproximados
de los pardmetros de entrada son utilizados en la computacién numérica, el valor de f puede

hallarse usando la expansién de la seria de Taylor sobre los valores aproximados X=
{(X1,X2, ...,Xn}T como
fX1,X2,...,Xn)= (X1, X2, ..., Xn) + L X)x1X1)+ L X)(x2-X2)+..+ 2L (X)(Xn-Xn)
,X2,...,Xn)= ,X2,...,Xn ax1( - axz( - 6Xn( n-Xn
luego el error de la entrada puede ser expresado como

Af =f—f=f(X1,X2,..,Xn) — f(X1,X2,...,Xn)

f(X)= f(i)+(x—§)f’(i)+%(x—i)2 F7(R) +...
F0)- T~ |f'() \:_5{\

Vo
erroren laevaluacion  amplificacion  h




Error por redondeo

Es aquel tipo de error en donde el numero significativo de digitos después del punto decimal
se ajusta a un numero especifico provocando con ello un ajuste en el Ultimo digito que se toma
en cuenta. Los errores de redondeo resultan de representar aproximadamente nimeros que
son exactos.

Las reglas del redondeo se aplican al decimal situado en la siguiente posiciéon al nimero de
decimales que se quiere transformar, es decir, si tenemos un numero de 3 decimales y
qgueremos redondear a 2, se aplicara las reglas de redondeo:

- Digito menor que 5: Si el siguiente decimal es menor que 5, el anterior no se modifica.

Ejemplo: 12,612. Redondeando a 2 decimales deberemos tener en cuenta el tercer
decimal: 12,612=12,61.

-Digito mayor que 5: Si el siguiente decimal es mayor o igual que 5, el anterior se incrementa
en una unidad.

Ejemplo: 12,618. Redondeando a 2 decimales deberemos tener en cuenta el tercer
decimal: 12,618=12,62.

Error por truncamiento

Truncamiento es el término usado para reducir el nimero de digitos a la derecha del punto
decimal, descartando los menos significativos.

Por ejemplo dados los nimeros reales:

3,14159265358979...

32,438191288

6,3444444444444

Para truncar estos numeros a digitos decimales, sélo consideramos los 4 digitos a la derecha
de la coma decimal.

El resultado es:
3,1415
32,4381
6,3444

Ndtese que en algunos casos, el truncamiento dard el mismo resultado que el redondeo, pero
el truncamiento no redondea hacia arriba ni hacia abajo los digitos, meramente los corta en el
digito especificado. El error de truncamiento puede ser hasta el doble del error maximo que se
puede tener usando redondeo.

Los errores de truncamiento, resultan de representar aproximadamente un procedimiento
matematico exacto.



Comparacion entre errores de redondeo y truncado
e Si se suman numeros positivos con redondeo, los errores de redondeo serdn positivos
o negativos al azar y tenderdn a cancelarse.

* Sise suman nimeros positivos con truncado, los errores de truncado siempre van en
la misma direcciéon y se refuerzan entre si.

* Se prefiere ARITMETICA CON REDONDEO

Errores asociados con operaciones aritméticas
En la suma y en la resta, las cotas para el error absoluto en el resultado estan dadas por la
suma de las cotas para los errores absolutos de los operandos.

SUMA
X, =&+ X, —&, <X +X, <X +& +X,+&,
(X +X) = (&, +6,) X +X, < (X +X,) +(& +&,)
X +X, =(X +X,) (g +¢&,)
RESTA

(§1_§2)_(31+82) SX =X S ()?1_%2)+(51+52)

X =X, = (X —X,) (& +¢,)

En la multiplicacién y la divisidn, las cotas para los errores relativos estan dadas por la suma de
las cotas para los errores relativos en los operandos.



PRODUCTO

r=X2 "X X =xtxr=x{1+r)
X
5 — )?1%2 — X1(1+ rl)XZ (1+ rz) = X X, (1"' rl)(1+ rz)
—— v g

p 1+rID
1+ r, = 1+r)Q+r,)=1+r+r, +171,

r=r+n+

—~—
despreciable si:
rl<<d
<<

‘rp‘ = |, +1,| <[n[+|r,]

COCIENTE

C=—L=
X, X, (1+r1,)
N
c 1+r,
. (1+r) 1_1+r1—1—r2
© (1+r) 1+r,)
r—r .
r=2—2  si |p|<<l=
1+,
rc - rl_rz

=l —nf <[/ +|r

OBS: Si los términos en una suma de términos positivos son de distintos érdenes de magnitud,
se deben adicionar en orden creciente para lograr mejor precision en el resultado



(Si sumamos primero todos los pequefios, quedard un numero grande que eventualmente serd
comparable con el mdximo)

Cancelacion de cifras significativas

La aritmética de ordenador requiere que al hacer cdlculos organicemos con detalle los mismos
para que las aproximaciones que se hagan no afecten en demasia a la precisién del resultado
final. Con respecto a esto y, en concreto, cuando restamos dos numeros similares, se da el
fendmeno de la cancelaciéon de cifras significativas que, en determinados procesos de calculo,
puede afectar considerable y negativamente a la precision del resultado final.

Ejemplo

Consideremos dos numeros reales “casi” iguales.

p=1.23456789 q=1.23454678

y supongamos que estamos trabajando con una precision de 9 cifras. Si los restamos:
p - g=0.00002111

Observamos que hemos perdido precisiéon ya que de 9 cifras significativas, hemos pasado a
solo 4(el resto son iguales). Puede ocurrir, entonces, que el ordenador sustituya estas cifras
por ceros o por valores arbitrarios (depende de la maquina), lo que puede afectar a los calculos
siguientes.

Veamos otro ejemplo donde se constata el efecto que produce el fenédmeno de la cancelacion
de cifras significativas.

Ejemplo —b++/b*-4ac
X =
L2 2a
Error en el discriminante:

Vb* —4ac ~ o)
x?-110x+1=0
b2 - 4ac = (~110)? —4.1.1=12100 — 4 = 12096
0.1210:00 10°
- 0.0000:04 10°

0.1209:96 10°
Cancelacié n en el numerador

+
X1, :% =x =110 x,=0
raiz verdadera : 0.09092 (conservar mas de 4 S)
b
Xl + X2 = —g

XX—C
172 a



Condicionamiento de un problema

En abstracto podemos ver un problema como una funcién f : X N Y de un espacio vectorial
normado de datos en un espacio vectorial normado de resultados. Por ejemplo, el problema
de calcular la mitad de un nimero real se puede ver como la funcién

f:R->R

Y el problema de calcular las raices de un polinomio también se puede interpretar de esta
forma aunque los espacios X e Y que intervienen son un poco mas complicados.

Esta funcidn es casi siempre no lineal (incluso en Algebra Lineal) pero si continua. Y lo que se
pretende es saber cdmo actua f sobre un punto concreto x P X. Intuitivamente, para un valor x
P X, se dice que un problema estd bien condicionado (en realidad deberia decirse bien
condicionado para el valor dado x, pero se sobreentendera lo de que es para un valor concreto
que siempre se dara previamente) si cualquier pequefia modificacidn en x produce una
pequefia modificacion en f(x). Un problema mal condicionado es aquel para el que hay
pequefias modificaciones de x que producen grandes modificaciones de f(x).

Se denomina a K nimero de condicionamiento de un problema:
F0-F)_|F([X][ax
(%) OO (X
PO
(%)

Este numero mide la sensibilidad del problema f a las pequefias perturbaciones de x. Asi, si K(x)
es pequeiio, errores relativos pequefios en el dato producen errores relativos pequefios en la
solucidn; mientras que si K(x) es grande errores relativos pequefios en los datos producen
errores relativos grandes en la solucidon. En este caso, el problema estd mal condicionado; y en
el anterior el problema esta bien condicionado.

Algebra lineal numérica

Definicion de matriz

Una matriz es un arreglo rectangular de nimeros colocados entre paréntesis, cuadrados o
lineas dobles.

012,104,[1,2]
-14303
Una matriz se representa mayormente por paréntesis o corchetes.

En matematicas, una matriz es una ordenacion rectangular de nimeros, o mds generalmente,
una tabla consistente en cantidades abstractas que pueden sumarse y multiplicarse. Las



matrices se utilizan para describir sistemas de ecuaciones lineales, realizar un seguimiento de
los coeficientes de una aplicacién lineal y registrar los datos que dependen de varios
pardmetros. Las matrices se describen en el campo de la teoria de matrices. Pueden sumarse,
multiplicarse y descomponerse de varias formas, lo que también las hace un concepto clave en
el campo del algebra lineal.

Tipos de matrices

Tipo de matriz Definicion Ejemplo

Aquella matriz que tiene
FILA una sola fila, siendo su A= [? 2 —5)
orden 1xn

Aquella matriz que tiene
COLUMNA una sola columna, siendo 1‘13,:1 =
su orden mx1 6

Aquella matriz que tiene 1 3 2 8
distinto numero de filas
ef A,=l5 7 -1 8
que de columnas, siendo su *
orden mxn, = # o3 5 1

RECTANGULAR

Dada una matriz A, se Stes A= (':I{?'}WH
llama traspuesta de A a la
matriz que se obtiene

TRASPUESTA cambiando
ordenadamente las filas 1 2 5

)
1 3
= . r_
por las columnas. A= A =2 -4
. 2 -4 7
Se representa por At 6 AT 5 7

!
su traspuesia es A =(a;

1AM

La matriz opuesta de una 1 2) q -3
dada es la que resulta de
OPUESTA sustituir cada elementopor|] A=| 5 -7
su opuesto. La opuesta

de A es -A. s

,-A=|-5 7
6 —4

Si todos sus elementos son f
cero. También se denomina _
NULA . Oy =

matriz cero y se denota por

Omxn L

L Y e Y e |
[ S e R e
L Y e Y e |
[ S e R e

Aquella matriz que tiene
igual numero de filas que
de columnas, m =n,
CUADRADA diciendose que la matriz es A=l 02 1

de orden n. -2 4 5
Diagonal principal : son los
elementos all, a22, ..,

ann




Diagonal secundaria : son
los elementos aij con i+j =
n+l
Traza de una matriz
cuadrada :es la suma de los
elementos de la diagonal
principal tr A.

Diagonal principal :

Diagonal secundaria :

5
@
4
3

SIMETRICA

Es una matriz cuadrada
que es igual a su
traspuesta.
A=At , aij = aji

r

-
HE.—L

[=] 0o [o]

o [ 1

[

ANTISIMETRICA

Es una matriz cuadrada
que es igual a la opuesta
de su traspuesta.

A =-At , aij = -dji
Necesariamente aii =0

|
—t -2
-

)

DIAGONAL

Es una matriz cuadrada
que tiene todos sus
elementos nulos excepto
los de la diagonal principal

ESCALAR

Es una matriz cuadrada
que tiene todos sus
elementos nulos excepto
los de la diagonal principal

que son iguales

IDENTIDAD

Es una matriz cuadrada
que tiene todos sus
elementos nulos excepto
los de la diagonal principal
que son iguales
a 1.Tambien se denomina
matriz unidad.

TRIANGULAR

Es una matriz cuadrada
que tiene todos los
elementos por encima (por
debajo) de la diagonal
principal nulos.

Obs: ?zl(aii - /1) =0

l=aii \7’i=1,n

1 3 5
o4 -1
oo &

T. superior

A

o s

T, infertor




Una matriz ortogonal es
necesariamente cuadrada
e invertible : A-1=AT
La inversa de una matriz aA.aT_al.

ortogonal es una matriz A
ORTOGONAL ortogonal. gy ﬂz} a0
El producto de dos bbby
matrices ortogonales es
una matriz ortogonal.
El determinante de una
matriz ortogonal vale +1 6 -

1.

Una matriz es normal si
conmuta con su 5 4
traspuesta. Las matrices A [_ 4 5]
simétricas, antisimétricas u
ortogonales son A aT=aT 4
necesariamente normales.

NORMAL

Decimos que una matriz
cuadrada A tiene
inversa, A-1,si se verifica ik —1 3

que : A= Copatlo
INVERSA :
A-A-1=A-1-A=1
Obs: no todas las matrices
admiten inversa.

Otros tipos de matrices

Una matriz Hermitiana (o Hermitica) es una matriz cuadrada de elementos complejos que
tiene la caracteristica de ser igual a su propia traspuesta conjugada. Es decir, el elemento en
la i-ésima fila y j-ésima columna es igual al conjugado del elemento en la j-ésima fila e i-ésima
columna, para todos los indices i y j:

Qi = Qjq

0, escrita con la traspuesta conjugada A*:

A=A"
Por ejemplo,

3 24
A= 2—1 1

es una matriz hermitica.


http://es.wikipedia.org/wiki/Matriz_cuadrada
http://es.wikipedia.org/wiki/N%C3%BAmero_complejo
http://es.wikipedia.org/wiki/Matriz_traspuesta
http://es.wikipedia.org/wiki/N%C3%BAmero_complejo#Conjugado_de_un_n.C3.BAmero_complejo
http://es.wikipedia.org/wiki/N%C3%BAmero_complejo#Conjugado_de_un_n.C3.BAmero_complejo

Sea M una matriz hermitiana cuadradanxn. De ahora en adelante denotaremos la

. T . #
transpuesta de una matriz o vector fl como I, y el conjugado transpuesto, I . Esta
matriz M se dice definida positiva si cumple con una (y por lo tanto, las demas) de las
siguientes formulaciones equivalentes:

T
1. Para todos los vectores no nulos Z € C" tenemos que
z Mz > 0.
. * 7 4 . . .
Noétese que & Mzes siempre real. El producto anterior, recibe el nombre de Producto
Cuantico.

2. Todos los autovalores )\a de M son positivos. (Recordamos que los autovalores de una
matriz hermitiana o en su defecto, simétrica, son reales.)

3. La funcién
(x,y) =x"My
define un producto interno c".

4. Todos los menores principales de M son positivos. O lo que es equivalente; todas las
siguientes matrices tienen determinantes positivos.

*= |asuperior izquierda de M de dimensidn 1x1
* |a superior izquierda de M de dimension 2x2

* |a superiorizquierda de M de dimensidn 3x3

* |a superior izquierda de M de dimension (n-1)x(n-1)

« M ensimisma

Para matrices semidefinidas positivas, todos los menores principales tienen que ser
no negativos (Criterio de Silvestre o Sylvester).

. . . e s T mn
OBS: Andlogamente, siMes una matriz real simétrica, se reemplaza C por]E , ¥ la
conjugada transpuesta por la transpuesta.

Propiedades:

e Toda matriz definida positiva es invertible (su determinante es positivo), y su inversa es
definida positiva.

e Si M es una matriz definida positivay T = 0 es un numero real, entonces M es definida
positiva.

e Si .ﬂi’.{y N son matrices definidas positivas, entonces la suma M + N también lo es.
Ademas si

. f'r‘f..!“"br = ..!“"lrrﬂrf, entonces _ﬂfﬁi" es también definida positiva.



e Toda matriz definida positiva J?'.»f, tiene al menos una matrizraiz cuadrada l“\-rtal

que N2 = M.

La matriz permutacion es la matriz cuadrada con todos sus nxn elementos iguales a 0, excepto
uno cualquiera por cada fila y columna, el cual debe ser igual a 1. De acuerdo a esta definicion
existen n! matrices de permutacién distintas, de las cuales una mitad corresponde a matrices
de permutacion par (con el determinante igual a 1) y la otra mitad a matrices de permutacion
impar (con el determinante igual a -1).

Para n = 3 se tiene:

Matrices de permutacidn par:

=
ja—y
=
[a—y
=
=
=
ja—y

Matrices de permutacion impar:

i R
= =
= 0O -
I
o e B
—_ 0 O
o B R
i R
= =

Puede notarse que las matrices de permutacion conforman un grupo de orden n! respecto al
producto.

Propiedades:

e El elemento neutro del grupo es la matriz identidad.

e Elelemento inverso de cada elemento del grupo de matrices de permutacion es
la matriz traspuesta correspondiente.

e (Cada elemento del grupo de matrices de permutacidn es una matriz ortogonal.

e El producto de matrices de permutacion par siempre genera una matriz de
permutacién par.

e El producto de matrices de permutaciéon impar siempre genera una matriz de
permutacién par.

e El producto de matrices de permutaciéon de paridad distinta siempre genera una
matriz de permutacién impar.

e Observe que las matrices de permutacién par conforman un semigrupo y que ademas
el grupo de matrices de permutacidon no es conmutativo.

e C(Cada elemento del grupo de matrices de permutacion fuera del semigrupo es
una matriz simétrica.

e SiP es una matriz de permutacion, entonces:


http://es.wikipedia.org/wiki/Matriz_cuadrada
http://es.wikipedia.org/wiki/Elemento_algebraico
http://es.wikipedia.org/wiki/Permutaci%C3%B3n
http://es.wikipedia.org/wiki/Determinante_(matem%C3%A1tica)
http://es.wikipedia.org/wiki/Grupo

- P tiene inversa.
- P es ortogonal.

Operaciones

Dadas dos matrices de la misma dimensién, A=(a;) y B=(b;), se define la matriz suma
como: A+B=(aj+bj;). Es decir, aquella matriz cuyos elementos se obtienen: sumando los
elementos de las dos matrices que ocupan la misma misma posicion.

2 0 1 1 0 1
A=[2 o B=|1 1
5 1 1 1 1
2+1 040 1+1) (3 0 2
A+B=|3+1 042 O0+1|=|4 2 1
5+1 1+1 1+0) (6 2 1
(-1 0-0 1-1y {1 0 0
A-B=|3-1 0-2 o0-1|=2z -2 -1
5-1 1-1 1-0) l4 o 1

Propiedades:

e Interna: La suma de dos matrices de orden m x n es otra matriz dimensién m x n.

e Asociativa:A+(B+C)=(A+B)+C

e Elemento neutro: A + 0 = A, donde 0 es la matriz nula de la misma dimensién que la
matriz A.

e Elemento opuesto: A + (-A) = 0. La matriz opuesta es aquella en que todos los
elementos estan cambiados de signo.

e Conmutativa:A+B=B+A

Dada una matriz A = (a;) y un nimero real k € R, se define el producto de un numero real por
una matriz: a la matriz del mismo orden que A, en la que cada elemento esta multiplicado por
k.

k - A=(k ajj)

2 1 4 o 2
2.12 0 0|=|8 0 0
o 1 10 2 2



Propiedades:

a-(b-A)=(a-b)-AAE Myma beR
a-(A+B)=a-A+a-BABEM,,,,a€ R
(@a+b)-A=a-A+b-AAE M,m,a,bE 123
1-A=AA€E My

Dos matrices A y B se dicen multiplicables si el nimero de columnas de A coincide con el
numero de filas de B.

menx I\/Inxp: M mxp

El elemento c; de la matriz producto se obtiene multiplicando cada elemento de Ia fila i de la
matriz A por cada elemento de la columna j de la matriz B y sumdandolos.

2 o 1 1 o 1
A-8=|3 o o|+1 2 1=
a 1 1 1 1 0

2.1+0+1+1+1 2.0+0+2+1-+1 2-.1+0+1+1-0
=|3+1+0-1+0-1 J-0+0+:2+0-1 3-1+0+.1+0-0|(=
a+1+1-1+1-1 a+0+1-2+0-+1 9+1+1-1+1-0

3 1 2
=3 ) K]
7 3 i
Propiedades:
e Asociativa:A-(B-C)=(A-B):-C
e Elemento neutro: A-1 = A, donde | es la matriz identidad del mismo orden que la

matriz A.
e NoesConmutativa: A-B#B-A
e Distributiva del producto respecto de lasuma: A- (B+C)=A-B+A-C
e (AB)T =BTAT
e ANHNT =4
° (A—I)T — (AT)—l

Algunas demostraciones:

e (AB) =B'AT
[(AB)T]U :[AB]ji :gajk b = kzp_;bkiajk = k: [BT]ik[AT]kj :[BTAT]ij
Cqd.

e (A) =A



- (Ar) = (A7)
1" =1
(A*A] =1
AT(A) =1
(A*) = (A7)

Autovalores

Sea A una matriz de orden n x n.

Un vector no nulo X € R™ es un autovector o vector propio de A si existe un escalar 1 tal que
AX=2X.

A este 1 se le llama autovalor o valor propio de A. A este X se le llama autovector o vector
propio correspondiente a A.

Espectro de A:

o(A={4} i=Ln
Si Ay, ..., A;son los valores propios (reales o complejos) de una matrizA€C
espectral p(A) de define como:

nxn

, entonces su radio
p(A) = max(|\)

El siguiente lema muestra una mayorante sencilla hasta ahora util para el radio espectral de una matriz:

LEMA: SiA€C"*"es una matriz de valores complejos, p(A) su radio espectral y ||-|| una norma
matricial consistente; entonces, para cada k € N:
knl/k
p(A) < ||A®|V*, vk e N.

TEOREMA: Si A € €"*" es una matriz de valores complejos y p(A) su radio espectral, entonces:



lim A*=0

k—00 siy s6lo si Al

A)< 1.

i
‘_1 ||no estd sometido a valores k en aumento.

Ademas, si p(A)>1,

AX = AX
AAx = JA X
1 X = A™x
A
1
A™?) =max| —
,0( ) 13isn[|,1ﬁ|}
1
A1) =
p(A) minl,

LEMA: Sea A cuadrada, entonces para cualquier norma consistente y subordinada a una norma
de vectores:

P(A=|A
DEM:

U = X AX = AX
i

A = max||Av] = max|Au,| = max|4u|

v[=1 I<i<n 1<i<n

Al = max|A| |u
SIS ——
1

A= p(A)

TEOREMA: Si A es simétrica, entonces todos sus autovalores son reales.

TEOREMA: Si A es simétrica y definida positiva, entonces todos sus autovalores son reales y
positivos.

DEM:
AX = AX

X'AX =X AX=AX"X= /1||x||§
sabemos que: X' Ax>0 Vx=#0
[, >0

= A1>0



El concepto de convergencia de matrices permite decidir si una matriz es o no apta, para que
se le pueda aplicar un método numérico.

Para asegurar que una matriz se puede utilizar en un proceso iterativo, se requiere que:

lim A" =0

n—oo

Donde 0 es la matriz nula de origen = A. Cualquier matriz que satisfaga esta condicién, se dice
gue es una matriz convergente.

LEMA: Los autovalores de A™ son los autovalores de A elevados a la m.
TEOREMA:

Las siguientes proposiciones son equivalentes:

a) A es convergente
b) lim [A"| = 0 paraalguna norma
m—o0

) p(A)<1

LEMA: Si para alguna norma submultiplicativa de matrices |A|<1 entonces A es convergente.

Normas

Definicién
Es una funcién valuada real con propiedades que generalizan el concepto Euclideo de longitud. Para que
una funcién sea una norma debe cumplir con las siguientes propiedades:

1) Norma de vectores
Pri |x|>0 six=0

[x|=0"six=0
Pr2 o X|=la|X| a es un escalar

Desigualdad del triangulo :
Pr3- i+ yl<ld +[y]



Ejemplos:
x=[-5 3 -2f
y=[2+i -1-i 1
[, = x|+l ..+ [,
x|, =10 |y],=v5+~2+3
I Y

X, =v38 [yl =12

2) Norma de matrices
Pri [A|>0 siA#0
A|=0 sia=0

Pr2 ||a é” = |a|||§|| « €s un escalar
Pr3. [a+B|<|Al+[e]

Propiedad Submultip licativa :
Pra. || <A [g]

Ejemplos:
{0.6 0.5}
A:
-0.18 1.2
p
A, = max ;\au\ |Al =17

p
A =maS | (Al =138
J:

Consistencia
Sean y, v y p normas definidas en F™", F™P y F™*P  respectivamente. Diremos que W, Vv y p son
consistentes si para todas matrices A € F™" y B € F™P se verifica

p(AB)< p(A)v(B)

En particular una norma v definida en F™" se dice que es consistente si v(AB) <v(A)v(B) para todas A, B
E ann_

Una norma v definida en F™" consistente también se dice que es multiplicativa o submultiplicativa.



Un caso particular importante es el de las normas consistentes (también llamadas en este caso
compatibles) con las normas de vector: Si 1 es una norma definida en F™™ y v es una norma definida en
F™ entonces se dice que | es consistente o compatible con la norma de vector v si para toda matriz A €
F™™ y todo vector x € F™ se tiene que

v(Ax) < p(A)v(x)
Casos particulares: normas de vectores

familia de normas Lp

Yo
I, = S |” 1<pse
En particular,
Norma infinito : ||| _max|x|

n %
Norma Euclidea : ], = [Z|xi|z}

i=1
familia de normas L, ponderada

n o
.~ S| 1< p<e

Casos particulares: normas de matrices

Subordinada a la familia de normas L,

4], = max> o
j=n

Subordinada a la familia de normas L,

Norma infinito : Hé”w = max Zn:‘aij‘

1<i<n =1

Subordinada a la familia de normas Euclideas

Norma Espectral: Hé”z = ,/,o(éT A) p(A) = max

AT Aes simétrica y definida positiva=> autovalores reales y positivos
Norma Euclidea 6 Frobenius

n n ) %
4, - 33w

A



Propiedades
1)

Sea |||y ||| dos normas de vectores

Entonces existen dos constantespositivase y S tal que :
alx|<|i<Alx]  vxeR®

Casos particulares :

], <[], <[],

[x], < Vn|x],

], <~/nilx].

2)

Sea || y[}]| dos normas de matrices

Entonces existen dos constantespositivasa y £ tal que :
ada|<[lAl<plA| - vAeR™

Caso particular:

VnlA], <|Al, <[Al,

Desigualdad de Cauchy Schwarz

La desigualdad de Cauchy-Schwarz establece que para todo par de vectores x e y de un espacio

vectorial real o complejo dotado de un producto escalar {.‘ } (es decir, un espacio prehilbertiano),

[z, 9} < {z,z) - (y,).

Equivalentemente, tomando la raiz cuadrada en ambos lados, y refiriéndose a la norma de los vectores,

la desigualdad se escribe como

[l < Mzl Hyll- o v w<]v], w,

Adicionalmente, los dos lados son iguales si y sélo si x e y sonlinealmente
dependientes (geométricamente, si son paralelos o uno de los vectores es igual a cero).

La desigualdad de Cauchy-Schwarz se usa para probar que el producto escalar es una funcién
continua con respecto a la topologia inducida por el mismo producto escalar.

La desigualdad de Cauchy-Schwarz se usa para probar la desigualdad de Bessel.
La formulacidn general del principio de incertidumbre de Heisenbergse deriva usando la

desigualdad de Cauchy-Schwarz en el espacio de producto escalar de lasfunciones de
onda fisicas.



Autovalores y autovectores
Definicion del problema
AX=A1X X#0
P={4,i=Ln} P:EspectrodeA
(A-211)x=0
paraque el sistema tenga otrasolucion ademas de x =0:
det(A—A1)=0 Polinomio caracteristico

Ejemplo:
1 0 2
A= 0 1 -1
-1 1 1
1-4 0 2
p(A)=det(A-Al)=| 0 1-4 -1 |=
-1 1 1-2

L-A)(#-24+4)=0

A=1 2, =148 4, =1-43i
1-1 0 2 x,] [o
0 1-1
-1 1 1-

Teorema de Gerschgorin

El teorema de Gerschgorin nos dice que los autovalores de una matriz compleja (esto incluye también a
las reales) de orden nxn, se encuentran en el espacio del plano complejo delimitado por la union de los

circulos Dt'.

Un circulo Dt' tiene el centro en el valor del elemento i de la matriz, y su radio se obtiene sumando
el resto de los elementos de la fila en valor absoluto, es decir:

G = Qi
ri = |aijl
j=1

Entonces los autovalores de la matriz A se encuentran en la unién de los n circulos. Ademads, cada
componente conexa de esa unidn contiene tantos autovalores como circulos haya en ella, tanto circulos
como autovalores contados con multiplicidad.



Ejemplo:

4 11
A= 0 2 1
-2 0 9

R={zeC talquelz-4/<2|
,={zeC talque|z—-2/<1}
,={zeC talquelz-9<2}

r

R
R

[maginary
dals
i
Two eigenvalues One eigenvaius

i
' e} Real axis

Yl IQU()
i

=i &
t

DEM (con otro enunciado y un ejemplo):
“Todo autovalor A (real o complejo) de una matriz

B:[bijJ, I, j=1..,n , satisface a lo menos una de las desigualdades

A-by|<r;h = Zn:‘bij =10

i=1, j#i

Como Z(BT):ﬂ(B), también cada autovalor vyace en el disco de

n
centro P, y de radio T ZZ‘bji‘ pj=L..,n.”
i-1

“Sea Sp la unién de P discos asi vy Snfp la unién de 1los
restantes n-p discos. Entonces, si SnﬁSnfp:¢ (son disjuntos),

hay precisamente p autovalores de B en Sp L

Demostracidén: Sea A un autovalor de B y v su autovector derecho

Av=BA



Entonces, (/1 - bii )Vi = Zbijvj

j=1, j=i
Sea Vel mayor elemento de V. Entonces:

\\//_j <LV j,yA—by,|< Zn:‘bmj‘\\,/_j : Zn:‘bmj‘

m j=1,j#m j=1, j#m

Esto es valido para todo A.

Ejemplo:
1 01 2
B=| 0.01 10 10
-0.01 1 100

4, -1<21; |2,-10/<1001; |4, -100/<1.01;

Al usar las filas, hay un autovalor en el tercer disco y dos
autovalores en la unidén de los otros dos discos.

Pero trabajando con las columnas:

4, ~1<0.02; |2, -10/ <1.1; |2, —100| <12;

Hay un autovalor en cada uno de los discos.

Método de las potencias

En andlisis numérico, el método de las potencias es un método iterativo que calcula sucesivas
aproximaciones a los autovectores y autovalores de una matriz.

El método se usa principalmente para calcular el autovector de mayor autovalor en matrices
grandes. En particular, Google lo emplea para calcular el PageRank de los documentos en
su motor de busqueda.

El método converge lentamente y solo puede determinar uno de los autovectores de la matriz.

El método empieza por tomar cualquier vector 0}, que puede ser una aproximacion inicial al
autovector dominante o un vector escogido aleatoriamente. En cada paso k, se calcula

;1$k
T+l = 71

;1Ik|y




Entonces L'k converge normalmente al autovector de mayor autovalor.

Este método puede usarse también para calcular el radio espectral de una matriz, computando
el cociente de Rayleigh

AX=4X
X' Ax=1Xx"X
_X'AX_ XTAX
o x|
Calculo del minimo autovalor:
AXx=A4X
ATAX=1 A'x
%x: A'x
Si 4| 2] 2,2+ 2|24 > |4
1. 1.1
B 7 R Y

7z, =A%, < Az =X
PAz, =PXx, LUz =Px =v,

Velocidad de convergencia:

*

k
A
determinada por las relaciones (—‘] j=2,n

*

k
., . A
relacion dominante : (—ZJ

*

|/11| ~ |/12| => converge lentamente

*  autovalores negativos = oscilacion

* converg. deorden lineal < lim
k—)OO V. —X




Método de las potencias inverso
Dado x, e R" con | X, |, =1 factorizar PA=LU para k=0 hastaconverg.

repetir
LU z, =v,
Zk
Vi =7
AN
fin repetir
X, =PV,
T
4 = X ;Ax
X' X
Desplazamientos
Comun:
ij :ﬂj X;
ij—/”{ I X; =4, xj—/i X;
(A=A 1) %, =(4; -1) X
L —X; = ( —il)’lxj
(/lj _/1)
L e Il I Bl
/’Ln 2’n—l ﬂ“j+1 i ﬂ’j /11
Inverso:

A

Dado x,e®R" con | x| =1 AeR
factorizar P(A—1 1) = LU
para k=0 hastaconverg.
repetir
LU z, =v,
z

k
|z 1.

Vk+l =

fin repetir
X, =PV,

T —A A
_X (A ﬂbl)xJr

A A
X' X



Resumen
e Meétodo: Potencias

Ecuacion: x& = Ax®
Computa: Maximo autovalor
e Meétodo: Inverso potencias
Ecuacion: Ax*D = x®
Computa: Minimo autovalor
e Método: Inverso potencias con desplazamientos
Ecuacién: X* = (A— 1) x®
Computa: Autovalor mas lejano a n
e Método: Inverso potencias inverso con desplazamientos
Ecuacién: (A— 1) x& = x®

Computa: Autovalor mas cercano a p

Conclusiones
Ventaja

— Simplicidad
Desventajas

— Calcula los autovalores individualmente

— Requiere un autovalor dominante

— Surgen problemas con autovalores complejos

— Requiere buena distancia entre el autovalor dominante y su vecino
— Lainicializacién del autovector afecta la velocidad de convergencia
— Herramienta para propdsitos especiales

— Muy buena si se conoce bien el problema

Necesidad de herramientas de propdsito general ...

— que exijan tomar menos decisiones
— que calculen todo el espectro a la vez



Transformaciones similares
Las matrices A € R™™ y B € R™"™ se denominan similares si 35S € R™™ no singular tal
qued= S"1BS

Las transformaciones similares preservan los autovalores.
TEOREMA:

SeaA € R™" similaraB € R™"; A= S™! B S. Sea A autovalor de Ay sea x autovector de
A entonces A es autovalor de B si Sx es autovector de B.

DEM:
AX=AX

S'TBSx=A4Xx
BSx=4SxX
By=A4y

Teorema de Schur
En algebra lineal, la descomposicion de Schur o triangulacion de Schur (asi llamada por el
matematico aleman Issai Schur) es una importante descomposiciéon matricial.

SiAes una matriz cuadrada sobre nimeros complejos, entonces A puede descomponerse
como

A=QUQ",

donde Qes unamatriz unitaria, Q es latraspuesta conjugadade @, yUes unamatriz
triangular superior cuyas entradas diagonales son exactamente los autovalores de A.

Toda matriz cuadrada tiene una descomposicién de Schur, y por lo tanto, toda matriz cuadrada
es unitariamente equivalente a una matriz triangular (de hecho, Q AQ = U). Sin embargo, esta
descomposicidn no es Unica.

Escribase a la matriz triangular U como U =D + N, donde D es diagonal y N es estrictamente
triangular superior (y por lo tanto nilpotente). La matriz diagonal D contiene los
autovalores de A en orden arbitrario. Mds aun, la parte nilpotente N en general tampoco es
Unica, pero su norma de Frobenius queda determinada univocamente por A.

Si A es una matriz normal, entonces U es incluso una matriz diagonal y los vectores columna
de Qson los autovectores deA. En este caso, la descomposicion de Schur se
llama descomposicién espectral. Mas aln, si A es definida positiva, la descomposicién de Schur
de A es la misma que la descomposicidon en valores singulares de la matriz.

Una familia conmutativa de matrices puede triangularizarse simultdaneamente. Esto significa
que, dadas varias matrices conmutativas A4, ..., A,, existe una matriz unitaria Q tal que las
matrices Q A.Q, ..., Q A,Q son todas triangular superiores.



Forma real de Schur

Sea Ae R™. Entonces U € R™", ortogonal
tal que T=UTAU con

_Tll T12 T13 le
0 T22 T23 T2k
T=[{0 0 T, T,
0 0 0 - Ty

donde T, € R™ = es un autovalor real de T

0 bien T, € R¥* = sus autoval. son un par de
autoval. complejos conjugados de T

Resolucion de sistemas lineales — Introduccion

En matemadticas y dlgebra lineal, un sistema de ecuaciones lineales, también conocido
como sistema lineal de ecuacioneso simplemente sistema lineal, es un conjunto
de ecuaciones lineales (es decir, un sistema de ecuaciones en donde cada ecuacion es de
primer grado), definidas sobre un cuerpo o un anillo conmutativo. Un ejemplo de sistema
lineal de ecuaciones seria el siguiente:

3xy 4+ 235 + Iy = 1
2131 + QIQ + 4I3 = =2
- + %Ig — XTa = 0

El problema consiste en encontrar los valores desconocidos de las variables x4, X, y X3 que
satisfacen las tres ecuaciones.

El problema de los sistemas lineales de ecuaciones es uno de los mds antiguos de la
matemadtica y tiene una infinidad de aplicaciones, como en procesamiento digital de
sefiales, analisis estructural, estimacidn, prediccion y mas generalmente en programacién
lineal asi como en la aproximacion de problemas no lineales de analisis numérico.

En general, un sistema con m ecuaciones lineales y n incdgnitas puede ser escrito en forma
normal como:

apn Ty +apry +... +aT, =b
an Ty +apry +... 0T, =b
Ap1T1  FlmeT2 + ... FppTy = I!I:"m
Donde 15 - - -3 n son las incdgnitas y los nimeros ij cK son los coeficientes del

K[=RC,...]

sistema sobre el cuerpo



Es posible reescribir el sistema separando con coeficientes con notacién matricial:

{17 2 -~ lin Iy by
flpy gz --+ Oopn Ta bs
Om1  Om2 U n Ty bm

Si representamos cada matriz con una Unica letra obtenemos:

Ax=Db

Donde A es una matrizm porn,xes un vector columna de longitudnybes otro vector
columna de longitud m. El sistema de eliminacidon de Gauss-Jordan se aplica a este tipo de
sistemas, sea cual sea el cuerpo del que provengan los coeficientes.

Condiciones para que el sistema tenga una solucidn Unica (Teorema):

a) Ax=Db tieneunasolucion Vb

b) si existe una solucion parael sistema, esta es Gnica

c) Ax=0=x=0

d) Las columnas (filas) de A son linealment e independientes
e) IA" talque ATA=AAT =1

f) detA=0

Obs: Una matriz que satisface las condiciones del teorema es NO SINGULAR.

Escalado
El determinante cambia MUCHO con el escalado:
det(cA) =o" det A
No se puede usar el determinante para decidir en forma numérica cuantas soluciones tiene un
sistema, se debe utilizar el rango.

Operaciones elementales
Entre filas (o columnas):

- Multiplicar una fila por una constante distinta de cero.
- Intercambiar dos filas.
- Sumar a una fila un multiplo de otra

Rango de una matriz
La dimensién comun del espacio filas y columnas de una matriz A se denomina rango de A. Las
operaciones elementales entre filas no cambian el espacio de filas de A.



CALCULO
Una matriz A € M,,,, se dice matriz escalonada (o que se encuentra en forma canénica ) si:

1. El primer elemento de cada fila no nulo es 1.
2. Paratodo par de filas consecutivas se tiene:
a. Lasegundafilaesnulad
b. Las dos son no nulas y el primer elemento no nulo de la segunda fila estd a la
derecha del primer elemento no nulo de la primer fila.

Para calcular el rango de una matriz A efectuamos operaciones elementales por fila y/o
columnas para hallar otra matriz equivalente a A que sea escalonada. El nimero de filas (o
columnas) no idénticamente nulas es el rango de A.

Ejemplos:

1 4 3

A=/0 1 6 2| r(A)=3
0 01
11 0

B=(0 1 0| r(B)=2
000
01 2 6 0

C=|0 01 -1 0| r(C)=3
000 0 1

OBS: si ademas de las propiedades de matriz escalonada, una matriz A verifica que cada
columna quecontiene un 1 principal tiene ceros en todos sus otros elementos, entonces se
dice que la matriz esta en forma canénica reducida. Por ejemplo:

O O -
o O
o O O
= O O

TEOREMA (Rouché-Frobenius)

Un sistema AX=b de m ecuaciones lineales con n incdgnitas y coeficientes en un cuerpo K es
compatible si y sélo si rang A=rang (A|b) . Ademas serd compatible determinado si y sélo si
rang A=rang (A|b)=n.

Propiedades

Dado un sistema AX=b y a partir del teorema anterior obtenemos:

- sirang A !=rang (A|b) entonces es sistema es incompatible
- sirang A =rang(A|b) < n entonces el sistema es compatible indeterminado



Sistemas faciles de resolver
- Matrices diagonales
- Matrices triangulares inferiores
- Matrices triangulares superiores

Resolucién de sistemas lineales - Métodos directos

En esta seccion estudiaos como obtener la solucidon de un sistema de AX = b, lo que significa
que A es regular o invertible o que verifica det(A) = 0, mediante un método directo. Siendo
éste cualesquiera que permita, en ausencia de errores, mediante un ndmero finito de pasos
obtener la solucidn exacta. Esto no ocurre generalmente debido a los inevitables errores de
redondeo.

Método de Cramer
Dado el sistema Ax=B, con A regular, B € M,,,1, su solucién viene dada por:

A
=T

Donde A; es la matriz resultante de sustituir la columna i-ésima de A por el vector B.

Método de Gauss

Consiste en transformar un sistema Ax=B dado, en un sistema equivalente (con las mismas
soluciones) cuya matriz de coeficientes es escalonada, de esta forma la resolucién es
inmediata. Para esto, basta con realizar operaciones elementales sobre las filas de la matriz
ampliada A|b del sistema.

Observaciones

- El método de Gauss puede fallar si alguno de los pivotes del proceso es nulo. En
muchos casos esto puede evitarse permutando filas en ese momento y continuar la
trangulacion.

- El costo computacional del método de Gauss es menor que el del método de Cramer.

Factorizacion LU

Toda matriz A regular (excepto permutaciones en las filas) puede expresarse en la forma A=LU
donde L es una matriz triangular inferior con 1’s en la diagonal y U una matriz triangular
superior.

TEOREMA: Sea 4 = (a;;) € M, (K) tal que las n submatrices diagonales

aiq e Ak
Ay=++ ™ t conl<k<n
A1 - Agg

Son inversibles. Entonces existe una Unica matriz L € M, (K) triangular inferior con
l;; =1, i =1,..,nyexiste una Unica U € M, (K) matriz triangular superior tal que A=LU.



Supongamos que A verifica las condiciones anteriores y que realizamos operaciones
elementales hasta obtener una matriz triangular superior U. Sean E; ...Ej, las matrices
elementales tales que

E,..EfA=1U,
Entonces
A= (E,..E))"1U,
Por lo tanto,
L=E7'..E;?

Si en el proceso de trangulacion anterior sélo hemos utilizado matrices del tipo P;(t) con i>j,
la matriz L es triangular inferior con 1’s en la diagonal, por ser producto de matrices
triangulares inferiores con 1’s en la diagonal.

Observaciones
La factirizacidon LU de una matriz es la interpretacién matricial del método de Gauss.

Si A es inversible y al aplicar el método de Gauss es necesario realizar alguna permutacion de
filas (por tener pivote nulo) la matriz no puede factorizarse en la forma LU. Sin embargo, es
posible reordenar las filas de A (encontrar una matriz de permutacion P) tal que la matriz
reordenada (PA) si admita factorizacion LU.

EJEMPLO

Para encontrar la factorizacion LU de la matriz

2 3 0 1
[ 4 5 3 3
A_—2—677
8 9 5 21

Primero convertimos en cero todos los elementos debajo del primer elemento de la diagonal
de A aplicando operaciones elementales obteniendo la siguiente matriz.

2 3 0 1
(o -1 3 1
U1_0—378
0 -3 5 17

Mientras tanto comenzamos la contruccidn de una matriz triangular inferior, L;, con 1’sen la
diagonal principal. Para hacer esto colocamos los opuestos de los multiplicadores utilizados en
las operaciones de la fila en la primera comulna de L, debajo del primer elemento diagonal de
L, y obtenemos la siguiente matriz:

Ly

Il

N
* % RO
¥ = W o

_ 00 R O



Ahora sumamos (-3) veces la segunda fila de U; a la tercera fila de U; y sumamos (-1) veces la
tercer fila de U; a ka cuarta fila de U, . Colocamos los opuestos de los multiplicadores debajo
del segundo elemento diagona

| de L; y obtenemos:

2 3 0 1 1 00 0
[0 -1 3 1 2 10 0
V2510 0 -2 5] Y271 3 1 ¢
0 0 -2 9 4 1 + 1

Ahora sumamos (-1) veces la tercer fila de U, a la cuarta fila de U,. Luego colocamos el
opuesto de este multiplicador debajo del tercer elemento diagonal de L,y obtenemos las
matrices:

2 3 0 1 1 00 0
[0 -1 3 1 [ 2 10 0
Us=\o o0 -2 5] Y71 3 1 ¢
0 0 0 4 4 11 1

Las matrices U; y L3 componen una factorizacién LU para la matriz A.

Dado un sistema de ecuaciones lineales Ax=b, si A es una matriz que admite factorizacién LU,
el sistema puede expresarse de la forma LUx=b. Por lo tanto la resolucién del sistema se
reduce a la resolucion de dos sistemas cuyas matrices de coeficientes son triangulares.

(en ese orden).

Método QR
Se factoriza A de la forma A=QR, con Q una matriz ortogonal, Q7 Q=1 y R tringualar superior. De
este modo el sistema Ax=B queda equivalente a la resolucidn de los sistemas:

Qz=B De solucién z=Q"B

Rx=z Triangular superior



EJEMPLO

Determinar la facotrizaciéon QR para la matriz
1 -2 1
A=[-1 3 2
1 -1 -4

Primero se aplica el proceso de Gram-Schmidt a las columnas de A y se obtienen los vectores
q1,92 y g3. Estos vectores conforman las columnas de Q. Luego R= QT A.

Factorizacion de Cholesky
Toda matriz simétrica A definida positiva posee una tnica descomposicién A=LTL donde L es
una matriz triangular inferior. En consecuencia el sistema Ax=B equivale a resolver:

LTz=B triangular inferior
Lx=z triangular superior

Evaluacion de determinantes
Teorema que establece como afectan las operaciones elementales al valor del determinante

Sea A e R™"

a) Si A'es la matriz que resulta de multiplicar

una fila de A porla constante k
= det(A") =k det(A)

b) Si A"es la matriz que resulta de intercambiar

dos filas de A
= det(A") =-det(A)

a) Si A'es la matriz que resulta de adicionar

a un maltiplode una fila de A a otrafila cualquiera de A
= det(A") =det(A)

Estabilidad de sistemas lineales

En esta seccidn estudiaremos cuan sensitiva es la solucién del sistema lineal Ax=b a cambios o
perturbaciones en los datos A y b. Note que A 6 B pueden contener errores ya sea por las
truncaciones envueltas al entrar estos en la computadora o porque sean datos experimentales.
De modo que queremos ver como esto puede afectar la solucién calculada x. Primero

-

estudiamos variaciones en b Unicamente. Sea b una aproximacién de b y £ la solucién del

sistema (aproximado) A%=b_ Queremos estimar el error ¥~ ¥ en términos de la

diferencia b — b . Para esto definimos:



=l = |X | lall = maz Z| |

Estas se conocen como lanorma vectorial infinitay lanorma matricial asociada
respectivamente. Estas normas satisfacen las siguientes propiedades para cualesquieras
vectores X,y y matrices A,B:

”X * F” e ”X" * |t’>7|| (desigualdad triangular)
I + Bl = lla]+ B

|aB ] < [AlBl

szl < {1 el

P w N oPE

Tenemos ahora el siguiente teorema:

Teorema: Sea A una matriz no singular. Sean x, ¥ las soluciones de los sistemas Ax=b

y A%=b  Entonces

o]
ol

e - ] Ll -
o <lalla =

Si definimos T-&l(&) = Jbe = &l [l , v el nimero de condicién de A por
k(A = Jallla]

entonces podemos escribir el resultado del teorema como

Rel() < x(A)Rel(b)

k(4] Rel(b) se puede magnificar por un factor hasta

KA]

De modo que si es "grande", entonces

de ® (&) . Decimos pues que el sistema Ax=b es mal acondicionado si es "grande". De

. . . . .. -1_
lo contrario el sistema se dice que esbien acondicionado. Note que como &7 =1,
entonces

1=o) = Jlaa | < fala|= «

K(A) 2]

i.e., para toda matriz A.

Teorema : Sea A una matriz no singulary A otra matriz tal que
-« W
I - 20< J,

Entonces £ es nosingulary



k-2, o« [le-A] -]
[ T TPy | R Y R ™

El Método de Eliminacién Gaussiana produce la solucién exacta de un sistema lineal en
aproximadamente (1/3)n® operaciones aritméticas donde n es el orden de la matriz de
coeficientes A. En general, debido a que los cdmputos se hacen con precisidn finita, la solucion
obtenida por Eliminacidn Gaussiana no es la solucion exacta del sistema (aunque esta cerca de
serlo si el sistema es bien acondicionado). Veamos ahora un proceso iterativo que toma la
solucidn calculada por el Método de Eliminacion Gaussiana y trata de mejorarla.

Sea x la solucién calculada por Eliminacién Gaussiana y x la solucién exacta del sistema, i.e.,

B g > ik ¥
Ax=b. Para cualquier * k20 defina S (error exacto)
VST 3 BN ik k
y ! b-aAxt k20 (los residuos). Entonces es facil ver que LB = J, de modo que
utilizando la factorizacién LU de A vya calculada para obtener x, podemos
=k k
resolver AEH) = ol ]. Este sistema tampoco se puede resolver en forma exacta obteniendo

LSS B 3

, . L k) -
asi una aproximacion e de "' . Definimos ahor la cual debe ser una

. . ., (k] . . .
mejor aproximacion de x que X", El proceso continua de esta manera en forma inductiva

hasta que un cierto criterio de "paro" se cumple y el proceso termina. En forma algoritmica
tenemos:

1. Sealy U losfactores (aproximados) de A.
2. Seaxla solucién aproximada de Ax=b obtenida mediante Eliminacién Gaussiana.
3. Parak=0,1,2, ..
% k
a. Calcule ri = b - A J.

b k
b. Resuelva At = g 3.
b+l k
c. Ponga el R
Note que en el calculo del residuo ren el paso (3a) tenemos cancelacién de cifras
significativas ya que Ax"»b. Para evitar esto el calculo debe hacerse en precision extendida y el

resto de los cdlculos en precision normal. El ciclo en (3) se puede detener con un criterio como
[ < 107 |

lo que garantiza t cifras correctas en la solucidn calculada en caso de convergencia.
Normalmente sin embargo el ciclo no debe ejecutarse mas de dos veces.

Note que el célculo de r' en (3a) requiere de n* multiplicaciones con aproximadamente la
misma cantidad de sumas y restas. Para la solucidn del sistema en (3b) se usa la factorizacién
LU de A del paso (1) de modo que esto toma aproximadamente n” operaciones. Asi que cada
pasada por el ciclo (3) conlleva aproximadamente 2n® multiplicaciones y divisiones.



EJEMPLO: Considere el sistema lineal

0.375%, +0271x, = 0612

0491z, + 0381z, = 0311

La solucién exacta a tres cifras significativas es x;=15.2, x,=-18.7. Si resolvemos el sistema
mediante eliminacién Gaussiana sin pivoteo y usando aritmética de tres cifras tenemos:

0.375, +0.271z, = 0.612 0375x, + 0271z, = 0.612

my = 558 = 131

0491, + 0381z, = 0311 — 00260z, = -04%1

o o
3! 153, % 18'9. El residual de esta solucién calculada esta

o _ 0612 0375 0271 153 _ - 000360
0311 0491 0381)1-183) |-0.000400

correcto a tres cifras. Podemos calcular e’ mediante:

de donde obtenemos
dado por:

0375 0271 -0.00360) m, =M% =131 (0375 0271|-0.00360
0431 0381~ 0.000400 - 0491 00260 0.00432

pll = [0y =
de donde obtenemos que Fl 0130, e} 0.166

153 0130 154
LU= + -
-18% 0166 - 187

lo ctal es mejor que x°. El proceso se puede repetir una o dos veces mas.

. La soluciéon mejorada es:

Cuando usamos Eliminacién Gaussiana para resolver el sistema Ax=b en una computadora
normal, ocurren errores de redondeo en cada paso del proceso debido a la aritmética finita de
la maquina. Queremos estudiar como estos errores se propagan o acumulan durante todo el
proceso y estimar el error en la solucién calculada. En realidad al final del proceso de
eliminacién Gaussiana obtenemos un vector £ tal que AZ s b En el andlisis de errores hacia
atrds nos interesa saber si £ es la solucién exacta de otro problema que este cerca del
problema original en cierto sentido.

TEOREMA

Sea ¥ la solucidon calculada del sistema Ax=b mediante eliminacion Gaussiana usando
aritmética de punto flotante base b con una mantisa de t cifras. Sea u el epsilon de la maquina.

Entonces £ es la solucidn exacta del sistema (a+H)E=1b donde H=(h;) y



[EE] < 1010 + 3n®) 0 uflall

donde nes el tamafiode Ay

o L - a‘..“|
]| i en ™

El factor M del teorema mide la razén de crecimiento de las entradas de la matriz de
coeficientes segln el método numérico progresa. La cota superior de este factor depende de
la estrategia de pivoteo que se use. En particular

-1

4 . .
pL2 , para pivoteo parcial

¢ (b _
p & 18n , para pivoteo completo o total

En cualquiera de los dos casos, si n no es muy grande, el teorema lo que dice es que ¥ es
solucién exacta de un problema que estd cerca del original. En este sentido es que decimos

que Eliminacién Gaussiana es un método estable. Esto no implica que ¥ esté cerca de la
solucién exacta x.

Resolucion de sistemas lineales - Métodos iterativos

Un método iterativo es un método que progresivamente va calculando aproximaciones a la
solucidn de un problema. En Matematicas, en un método iterativo se repite un mismo proceso
de mejora sobre una solucién aproximada: se espera que lo obtenido sea una solucion mas
aproximada que la inicial. El proceso se repite sobre esta nueva solucién hasta que el resultado
mas reciente satisfaga ciertos requisitos. A diferencia de los métodos directos, en los cuales se
debe terminar el proceso para tener la respuesta, en los métodos iterativos se puede
suspender el proceso al término de una iteracidn y se obtiene una aproximacién a la solucién.

Ventajas y desventajas

Un elemento en contra que tienen los métodos iterativos sobre los métodos directos es que
calculan aproximaciones a la solucién. Los métodos iterativos se usan cuando no se conoce un
método para obtener la solucidon en forma exacta. También se utilizan cuando el método para
determinar la solucidon exacta requiere mucho tiempo de cdlculo, cuando una respuesta
aproximada es adecuada, y cuando el nimero de iteraciones es relativamente reducido.

Método iterativo general
Un método iterativo consta de los siguientes pasos.

1. inicia con una solucién aproximada (Semilla),

2. ejecuta una serie de cdlculos para obtener o construir una mejor aproximacion partiendo de
la aproximacion semilla. La férmula que permite construir la aproximacién usando otra se
conoce como ecuacién de recurrencia.

3. se repite el paso anterior pero usando como semilla la aproximacién obtenida.



Método de Jacobi

El método Jacobi es el método iterativo para resolver sistemas de ecuaciones lineales mas
simple y se aplica sélo a sistemas cuadrados, es decir a sistemas con tantas incdgnitas como
ecuaciones.

1. Primero se determina la ecuacién de recurrencia. Para ello se ordenan las ecuaciones y las
incégnitas. De la ecuacidn i se despeja la incdgnita i. En notacidon matricial se escribirse como:

X=c+Bx
donde x es el vector de incégnitas.
2. Se toma una aproximacién para las soluciones y a ésta se le designa por xo
3. Se itera en el ciclo que cambia la aproximacién
Xi+l = c + Bxi
EJEMPLO

Partiendo de (x = 1, y = 2) aplique dos iteraciones del método de Jacobi para resolver el
sistema:

{5x+2y=1
x—4y =0

Debemos primeramente despejar de la ecuacidn la incdgnita correspondiente.
x=0.20+0.00x-0.40y
y=0.00+0.25x+0.00y

Escrito en la notacion vectorial quedaria:

b1 =100l +lo2s o0 11

Aplicamos la primera iteracion partiendo de x0 = 1.00 y y0 = 2.00:
x1=0.20 + 0.00 (1.00) - 0.40 (2.00) = -0.60
y1 =0.00 + 0.25 (1.00) + 0.00 (2.00) = 0.25
Aplicamos la segunda iteraciéon partiendo de x1 = -0.60 y y1 = 0.25:
x2 =0.20 + 0.00 (-0.60) - 0.40 (0.25) = 0.10
y2 =0.00 + 0.25 (-0.60) + 0.00 (0.25) = -0.15
Aplicamos la siguiente iteracion partiendo de x2 =0.10y y1 = -0.15:
x3 =0.20 + 0.00 (0.10) - 0.40 (-0.15) = 0.26

y3 =0.00 + 0.25 (0.10) + 0.00 (-0.15) = 0.025



Aplicamos la siguiente iteracion partiendo de x3 =0.26 y y3 = 0.025:

x4 = 0.20 + 0.00 (0.26) - 0.40 (0.025) = 0.190

y4 =0.00 + 0.25 (0.26) + 0.00 (0.025) = 0.065
Aplicamos la siguiente iteracion partiendo de x4 = 0.190 y y4 = 0.065:

x5 = 0.20 + 0.00 (0.19) - 0.40 (0.065) = 0.174

y5=0.00 + 0.25 (0.19) + 0.00 (0.065) = 0.0475
Aplicamos la siguiente iteracion partiendo de x5 =0.174 y y5 = 0.0475:

x6 = 0.20 + 0.00 (0.174) - 0.40 (0.0475) = 0.181

y6 =0.00 + 0.25 (0.174) + 0.00 (0.0475) = 0.0435

En forma de tabla:

i X Yi Xit1 Yit1 D;
0 01.000 2.000 -6.000 0.250 1.750
1 -0.600 0.250 0.100 -0.150 0.700
2 0.100 -0.150 0.260 0.025 0.175
3 0.260 0.025 0.190 0.065 0.070
4 0.190 0.065 0.174 0.047 0.017
5 0.174 0.047 0.181 0.043 0.007
6 1.181 0.043 0.182 0.045 0.001

donde

Di=méx (|x; = xip1 1, |Yi =Yis1)

Este D; es utilizado como criterio de paro en las iteraciones: Cuando Di es menos que cierto
valor dado (digamos 0.001) uno ya no realiza la siguiente iteracion.

Uno de los principales problemas de los métodos iterativos es la garantia de que el método va
a converger, es decir, va a producir una sucesién de aproximaciones cada vez efectivamente
mas proximas a la solucién. En el caso del método de Jacobi no existe una condicién exacta
para la convergencia. Lo mejor es una condicidon que garantiza la convergencia, pero en caso
de no cumplirse puede o no haberla es la siguiente:

Si la matriz de coeficientes original del sistema de ecuaciones es diagonalmente dominante,
el método de Jacobi seguro converge.

Una matriz se dice matriz diagonalmente dominante, si en cada uno de los renglones, el valor
absoluto del elemento de la diagonal principal es mayor que la suma de los valores absolutos
de los elementos restantes del mismo rengldn. A veces la matriz de un sistema de ecuaciones



no es diagonalmente dominante pero cuando se cambian el orden de las ecuaciones y las
incégnitas el nuevo sistema puede tener matriz de coeficientes diagonalmente dominante.

En ciertas ocasiones al aplicar Jacobi la matriz no es diagonalmente dominante y por tanto no
existird garantia de convergencia. Sin embargo, en algunos casos sera posible reordenar las
incégnitas en otra manera de forma que la nueva matriz de coeficientes sea diagonalmente
dominante. Esto se puede detectar revisando todos los posibles ordenamientos de las
incégnitas y ver cdmo es la matriz resultante. Claro que esto conlleva un bueno nimero de
pruebas pues el nimero posible de ordenamientos en n variables es (n — 1)! pero cuando n es
reducido es sencillo.

EJEMPLO

Indique cudl es el orden conveniente para aplicar Jacobi al sistema:

3x+ 12y —z=-2 3 12 -1
{11x—4y+3z=—3 —><11 -4 3 )
—3x—2y—12z=-2 -3 -2 -12

Con el ordeny = x = z el sistema y su matriz de coeficientes quedan:

12y +3x—z=-2 12 3 -1
{—4y+11x+3z=—3 —><—4 11 3 )
—2y—3x—12z=-2 -2 -3 -12

Esta matriz es diagonalmente dominante.

A=L+D+U

Ax=b

(L+D+U)x=b

Dx,,, =—(L+U)x, +b

%, =—D*L+U)x +D7b
T

M,

Método Gauss Seidel

El método de Gauss-Seidel es muy semejante al método de Jacobi. Mientras que en el de
Jacobi se utiliza el valor de las incdgnitas para determinar una nueva aproximacion, en el de
Gauss-Seidel se va utilizando los valores de las incdgnitas recien calculados en la misma
iteracion, y no en la siguiente. Por ejemplo, en el método de Jacobi se obtiene en el primer
calculo x;, 1, pero este valor de x no se utiliza sino hasta la siguiente iteracion. En el método de
Gauss-Seidel en lugar de eso se utiliza de x;,1, en lugar de x;, en forma inmediata para
calcular el valor de y;.41, de igual manera procede con las siguientes variables; siempre se
utilizan las variables recien calculadas.



EJEMPLOS
1)

Partiendo de (x = 1, y = 2) aplique dos iteraciones del m’etodo de Gauss-Seidel para resolver el
sistema:

{5x+2y=1
x—4y =0

Debemos primeramente despejar de la ecuacidn la incdgnita correspondiente.
x=0.20+0.00x-0.40y
y=0.00+0.25x+0.00y

Aplicamos la primera iteracién partiendo de x0 = 1.00 y yO = 2.00:
x1=0.20 + 0.00 (+1.000) - 0.40 (2.00) = —0.600
y1 =0.00 + 0.25 (-0.600) + 0.00 (2.00) = -0.15

Aplicamos la segunda iteracion partiendo de x1 = -0.600 y y1 = -0.15:
x2 =0.20 + 0.00 (-0.600) - 0.40 (-0.15) = 0.26
y2 =0.00 + 0.25 (0.26) + 0.00 (-0.15) = 0.065

Aplicamos la tercera iteracion partiendo de x2 =0.26 y y2 = 0.065:
x2 =0.20 + 0.00 (0.26) — 0.40 (0.065) = 0.174
y2 =0.00 + 0.25 (0.174) + 0.00 (0.174) = 0.0435

2)

Partiendo de (x =1, y = 2, z = 0) aplique dos iteraciones del m’etodo de Gauss-Seidel para
resolver el sistema:

10x+0y—z=-1
4x +12y—4z=8
4x+4y+10z=4
Debemos primeramente despejar de la ecuacion la incdgnita correspondiente.
x=-0.10+0.00x+0.00y+0.10z
y=0.66-0.33x+0.00y+0.332z
z=0.40-0.40x-0.40y +0.00z

Aplicamos la primera iteracién partiendo de x0 = 1.00, y0 = 2.00, y z = 0.00:

x1 = -0.10 + 0.00(1.00) + 0.00 (2.00) + 0.10 (0.00) = -0.1



y1=0.66 - 0.33(-0.10) + 0.00 (2.00) + 0.33 (0.00) = 0.70

z1 = 0.40 - 0.40(-0.10) - 0.40 (0.70) + 0.00 (0.00) = 0.16
Aplicamos la segunda iteracién partiendo de x1 =-0.10yy1=0.70y z1 = 0.16:

x1 =-0.10 + 0.00(-0.10) + 0.00 (0.70) + 0.10 (0.16) = —0.084

y1l=0.66 - 0.33(-0.084) + 0.00 (0.70) + 0.33 (0.16) = 0.748

z1 =0.40 - 0.40(-0.084) - 0.40 (0.748) + 0.00 (0.16) = 0.134
Aplicamos la tercera iteracion partiendo de x1 =-0.084 yy1 =0.748 y z1 = 0.134:

x1 =-0.10 + 0.00(-0.084) + 0.00 (0.748) + 0.10 (0.134) = -0.086

y1=0.66 - 0.33(-0.086) + 0.00 (0.748) + 0.33 (0.134) = 0.740

z1 = 0.40 - 0.40(-0.086) - 0.40 (0.740) + 0.00 (0.134) = 0.138

A=L+D+U
Ax=b
(L+D+U)x=b

(L+D)x,,, =-Ux, +b
., =—(L+D)'Ux +(L+D)"b
D ———

OBS: Si Mes

e Aessimétrica, definida positiva, entonces Gauss-Seidel converge
e SiAes estrictamente diagonal dominante por filas,

entonces Gauss-Seidel y Jacobi convergen.

Costo computacional

Es dificil estimar el costo computacional de un método iterativo, pues de antemano se
desconoce cudantas iteraciones requerird para obtener una respuestas que satisfaga al usuario.
Generalmente se procede a calcular el costo computacional por iteraciéon. En el caso del

método de Jacobi la relacidn de recurrencia utilizada es:

Xiy1=C+ B X

No es dificil estimar el costo computacional que involucra: el producto de la matriz B, n x n por
el vector x; toma n x (2n — 1) FLOPs, y la suma de dos vectores en Rn toma n FLOPs lo cual da

un total de 2n? FLOPs en cada iteracion del método de Jacobi.

Utilizando esta informacién podemaos concluir que si el algoritmo toma m iteraciones entonces

el total de FLOPs sera de:

2mn?



Por ello es que el método de Jacobi se prefiere en problemas donde n es grande, cuando se
puede garantizar la convergencia y cuando el nimero de iteraciones esperado es bajo.

Método SOR
Podemos definir otra descomposicién de la matriz A de la forma

wA=(D+wl)-(-wU+(1-w)D),
que da lugar al método ietrativo conocido como el método SOR(successive over relaxation)
(D + wb)x**1= (~wU + (1 - w)D)x*+ wb
Criterio de convergencia

O<wx<?2

Observaciones
e w=1 Método de Gauss-Seidel
e w<1 Subrelajacion (paso mas corto que el de GS)
e w>1 Sobrerelajacion (paso mas largo que el de GS)

Resolucion de sistemas no lineales

Método incremental

En éste método el valor de x es incrementado desde un valor inicial x; sucecivamente hasta
que se observe un cambio en el signo de la funcién f(x). La idea es que f(x) cambie de signo
entre x; y x; 4 Si tiene una raiz en el intervalo [x;, x;;1]. Esto implica que

fx)f(xie1) <0

Cuando se cruza una raiz. Aqui, x;,1=x;+Ax, donde Ax denota el tamafio del paso inicial. Una
vez que se localiza la raiz entre x; y x;, 1 el proceso puede repetirse con un Ax menor a partir
de un nuevo punto inicial: x;.

Tras sucesivas aplicaciones de este procedimiento, podemos hacer el intervalo Ax tan
pequefio como deseemos para satisfacer el criterio de convergencia.

NOTAS

1) El método incremental puede usarse para encontrar sélo las raices reales de una
funcion f(x). El valor inicial de este método, x; suele tomarse como el menor valor en
el rango de interés. Luego de hallar una raiz x=x;*, otras raices pueden hallarse
utilizando x;* como nuevo punto de partida y el Ax original como el nuevo tamafio del
paso. El procedimiento se aplica hasta que se observe otro cambio en el signo, lo que
indica que se esta atravesando la segunda raiz, x=x,".

2) Si el géfico de f(x) toca el eje x en forma tangente, la funcién f(x) no presentard un
cambio de signo, entonces el método incremental no podra encontrar las raices.

3) El método no puede distinguir entre una raiz y un punto aislado.



4) Un tamafio de paso acelerado puede ser utilizado para encontrar la raiz rdpidamente.
En este caso el tamafio del paso debe aumentarse (por ejemplo duplicarse) en cada
etapa.

EJEMPLO (ver del libro pag 59)

Método de Biseccién

Con el objetivo de encontrar las raices de la ecuacidn f(x)=0 usando el método de biseccidn, la
funcién f(x) primero se evalla en intervalos iguales de x hasta encontrar dos valores de la
funcidén con signos opuestos. Sea a = x;, y b = xj,1 los valores de x tales que f(a) y f(b)
tengan signos opuestos. Esto implica que la funcidn f(x) tiene una raiz entre a =x;, y b =
Xr4+1- El intervalo (xi,x;+1), donde se espera que se encuentre lar raiz, es llamado intervalo de
incertibumbre. El punto medio de este intervalo (a,b) se calcula como

a+b

Y se determina el valor de la funcidn f(x;,;4). Si este valor es 0, x,,;4 €S una raiz de f(x)=0. Si
Xmia €S distinto de 0, luego el signo de f(x,,,;4) debe coincidir con el signo de f(a) o de f(b). Si
los signos de f(x,,;4) v f(a) coinciden, luego a se reemplaza por X,,;4, €n caso contrario b se
reemplaza por x,,;q- Entonces el intervalo de incertdumbre se reduce a la mitad del valor
original. Nuevamente se computa x,,;4 utilizando el nuevo intervalo y el procedimiento se
repite hasta que se satisfaga el criterio de convergencia utilizado.

Puede utilizarse el siguiente criterio de convergencia:

|f Cemia)| < €

Asumiendo que los valores de a y b, tal que f(a) y f(b) tengan signos opuestos, son conocidos,
el procedimiento iterativo usado para encontrar las raices de f(x)=0 puede resumirse como:

1) Seta® =q,bM =hyi=0.
2) Setiteration numberi =i+ 1.
a®4p®
o
4) Si x4 satisface el criterio de convergencia

3) Find xppiq =

|f Cemia)| < €

Tomar la raiz X0t = Xmiq Y detener el procedimiento, en otro caso seguir por el paso

5.
5) Si f(Xmig)f(@®) >0, ambos f(xXmiq) ¥ f(a(i)) tienen el mismo signo , entonces,
attD) = x ..y b = p® eiral paso 2.
6) Si f(xmid)f(a(i)) < 0, ambos f(xXmiqa) ¥ f(a(i)) tienen signos opuestos , entonces,
ptD = x . yalD = a® eiral paso 2.
NOTAS

1) El método de biseccidn funciona cuando el intervalo de incertibumbre inicial (a,b)
coentiene un nimero impar de raices. El método no funcionara si el intervalo (a,b)
contiene raices dobles ya que f(a) y f(b) tendran el mismo signo.

2) El método no distingue entre singularidad y raiz.



EJEMPLO (ver pag 63)

Método de Newton-Raphson
Este método es uno de los mas poderosos usados para encontrar las raices de f(x)=0. Se
pueden hallar las proximaciones de las raices de la siguiente manera:

= x f(x1)
=X = X1 TS
f'(x1)
Donde x, denonta una aroximacidén hacia la raiz. Para hallar la raiz luego utilizamos x, en lugar

de x4 en el lado derecho de la ecuacidn anterior para obtener x3. Este procedimiento iterativo
puede generalizarse como:

fOq) .
Xigq1 =X ———=;i=12..
' ()
NOTAS
1) Este método requiere las derivadas de la funcién, f' = %. En muchos casos, tal como

las ecuaciones polinomiales, la derivada de f(x) puede obtenerse facilmente. En otros
problemas esta tarea no es tan sencilla. En algunos casos f(x) no esta dada en forma
explicita. En estos casos la derivada puede obtenerse utilizando derivacién numérica.

2) Converge rapidamente en la mayoria de los casos. De todos modos puede no
converger si el valor inicial x; esta muy lejos de la raiz exacta. También puede no
converger si el valor de la derivada es cercano a 0 o varia sustancialmente cerca de la
raiz. Estas dificultades pueden corregirse eligiendo un nuevo valor inicial. El siguiente
criterio de convergencia puede utilizarse para detener el proceso iterativo:

Xi — Xi—1
<&x;#0

il S, [P

\
If(x)l <€

3) También puede utilizarse para hallar raices complejas.
EJEMPLOS (ver pag 65 en adelante)

Método de la secante
Puede implementarse de la siguiente manera:

1) Comenzar con dos aproximaciones x; y X, para la raiz de f(x)=0 y un nimero pequefio
€ para testear la convergencia. Set i=2.
2) Encontrar una nueva aproximacion, x;,1 como:

e (i = xi-1)
fx) = f(xi-1)

Xit+1 = X

3) Verificar la convergencia, si |f(x;41)| < €, detener el proceso y tomar x;,; como la
raiz. De otro modo actualizar el nimero de interacidn (i=i+1) y volver al paso 2.

EJEMPLOS (ver libro pag 71)



Método Regula Falsi
Férmula general de aproximacion:

_ fOe) (e — x-1)
) = f(xiz1)

Para la siguiente iteracion x;,; reemplaza x; si f(x; ;1) f(x;)>0 0 x;_1 si f(xi+1)f(xi—1) > 0.
Este proceso iterativo puede detenerse mediante el siguiente criterio de convergenia:

Xit1 = X

f(e)l<eylx;—xi4| <€

NOTAS

1) Enalgunos casos la convergencia de este método es muy lenta.
2) La ecuacion para calcular la siguiente aproximacion se ve idéntica a la del método de la
secante. Sin embargo éste método converge en casos donde Secante no lo hace.

Método del punto fijo o sustitucion suseciva
En éste método la ecuacion f(x)=0 se reescribe de la forma x=g(x), y el proceso iterativo usa la
siguiente relacion:

X1 =90x;);i =123, ..
Se puede utilizar el siguiente criterio de convergencia:
|1 —g(xip)| S €

El método es muy sencillo pero no siempre converge, depende de la eleccidn de g(x). El criterio
que debe satisfacerse para la convergencia hacia la raiz correcta es el siguiente:

lg' ()] <1
En un vecindario de la raiz correcta.

EJEMPLO (Ver pag.77 del libro)

Muiltiples raices
Si se conoce a priori el nUmero de raices puede modificarse el método de newton de la
siguiente manera:

_ f(x)
Xig1 = Xj — Pm

Donde p es la multiplicidad de la raiz.

EJEMPLOS (ver pag 86 del libro).



Derivacién Numeérica
Consideremos una funcidn f(x). Los valores de la funcidon en los puntos discretos x;_1 X; ¥ Xj4+1
pueden utilizarse para encontrar una expresidn aproximada a la deriva de de f. La derivada de f

d . A ,

en x;, d—£ en Xx; puede aproximarse como A—i, donde Ax representa los cambios en f en el

intervalo Ax. Los cambios discretos en f y en x pueden hallarse de tres maneras diferentes,
. S d

cada uno dando una aproximacion diferente a é en Xx;.

Diferencias hacia adelante
af Af _ fiv1—fi

—en X;
l Ax Xi+1—Xi

Q

dx

Diferencias hacia atras
af Af _ fizfia

—en x; =~

dx Ax Xi—Xi—1
Diferencias centrales

d A iv1—fio

—fen X 25_]‘=f1+1 fi-1

dx Ax Xit1—Xi—1

Donde f; = f(x), fi-1 = f(*i-1) ¥ firr = f(Xit0)-

Integracion numérica

Cuando f(x) es una funcidon complicada o imposible de integrar mediante tablas se utiliza
integraciéon numérica. En algunos casos f(x)no se conoce en forma analitica, se conoce
mediante una tabla de puntos discretos en un intervalo a hasta b (pueden ser resultados de un
estudio experimental). Los limites de integracidon pueden ser infinitos o la funcion f(x) puede
ser discontinua o puede volverse infinita en algin punto del intervalo. En todos estos casos la
integral puede ser evaluada en forma numérica.

Newton-Cotes Formulas
Se base en reemplazar una funcidn complicada o informacién tabular por alguna funcidn
aproximada que se integra facilmente, es decir:

I = Lb f(x)dx = fabpm(x)dx

Donde p,,(x) es la funcion aproximada, usualmente un polinomio de grado m donde los
coeficientes se determinan tal que f(x) y p,,,(x) tengan los mismos valores en un niumero finito
de puntos.

La funcion f(x) puede aproximarse usando una seria de pedazos de polinomios. En este
enfoque, el rango de integracion a < x < b se didive en un nimero finito (n) de intervalos tal
gue sus tamaios esta dado por:




Los puntos discretos en el rango de integracién se define como Xy = @, X1, X3, ..., Xp_1 Y Xn =
b donde

x;=a+ih;i=012,..,n

Luego:
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Trapezoidal rule

El método corresponde a la aproximacion de f(x) por polinomios de grado uno p;(x) = ¢;x +
Co- En este caso el area debajo de la curva f(x) en el intervalo x; < x < x;, es igual al area del
trapecio. Denotando el area de los trapecios como I3, I, ..., I,, tenemos:

Il=(f0-2l_f1)h;12:(fl-;fz)h:--wli (ﬁ : ﬁ) oyl = (fn 12 fn>

La integral puede ser evaluada como:

b n h
= F = Y 1= ot 2 2ot 2o 4 1)
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Simpson’s rule
Una forma de obtener una aproximacién mejor que las anteriores es utilizar un polinomio de
orden mayor.

La integral

I = jbf(x)dx

Es evaluada utilizando una pardbola o un polinomio de segundo grado para aproximar f(x).

En éste método la integral es evaliada aproximando la funcién f(x) por un polinomio de grado
3; p3 (x)

Richardson extrapolation

En muchos problemas de ingenieria, las integrales deben ser evaluadas en forma precisa. Una
posibilidad es usar un nimero grande de segmentos (n) en el método de los trapecios o de
simpson para reducir el error de truncado. Aun asi, después de un cierto nimero de
segmentos, el error de redondeo empieza a dominar la precision del resultado. Ademas el
esfuerzo computacional el mayor cuanto mas grande sea el nimero de segmentos. Otra
posibilidad para mejorar la rpesision de la integral es usar un esquema conocido como
Ruchardson’s Extrapolation, en el cual dos integrales numéricas estimadas se combinan para
obtener una tercera, con un valor mas preciso. El algoritmo computacional que implementa la
extrapolacion de Richardson de una manera eficiente se conoce como Roemberg integration.
Este es un procedimiento recursivo que puede utilizarse para generar el valor de la integra
respetando una tolerancia previamente especificada.




En andlisis numérico, el Método de Romberg genera una matriz triangular cuyos elementos
son estimaciones numéricas de la integral definida siguiente:

/: flz) dx

usando la extrapolacion de Richardson de forma reiterada en la regla del trapecio. El método
de Romberg evalla el integrando en puntos equiespaciados del intervalo de integracidn
estudiado. Para que este método funcione, el integrando debe ser suficientemente derivable
en el intervalo, aunque se obtienen resultados bastante buenos incluso para integrandos poco
derivables. Aunque es posible evaluar el integrando en puntos no equiespaciados, en ese caso
otros métodos como la cuadratura gaussiana o la cuadratura de Clenshaw—Curtis son mas
adecuados.

METODO

El método se define de forma recursiva asi:

R(0,0) = 5(b - a)(f(a) + 7(3))

En—l

R(n,0) = %R(ﬂ —1,0) + h, Z fla+ (2k —1)h,)

R(n,m) = R(n,m — 1) + ——(R(n.m — 1) — R(n — 1,m — 1))

4m —1
(0}
1 T
R(n,m) = m(ri Rinom—1)—-R(n—1,m-1))

donde

n=>1

m=>1

b—a

271

La cota superior asintética del error de R(n,m) es:
gm+-1
O (r2").

La extrapolacién a orden cero R(ﬂ: D} es equivalente a la Regla del trapecio con Tt + 2
puntos. a orden uno R(ﬂ! 1) es equivalente a la Regla de Simpson con Tt + 2puntos.

Cuando la evaluacion del integrando es numéricamente costosa, es preferible reemplazar la
interpolacién polindmica de Richardson por la interpolacién racional propuesta por Bulirsch &
Stoer.



EJEMPLO

Como ejemplo, se le integra la funcidon gaussiana en el intervalo [O! 1], esto es la funcio

error evaluada en 1, cuyo valor es El'fl:l) = 0'842?00?92949?15. Se calculan los

elementos de la matriz triangular fila a fila, terminando los cdlculos cuando la diferencia entre
las dos ultimas filas es menor que 1E-8.

.77174333

.82526296 .84310283

.84273605 0.84271160

.84161922

0

0
0.83836778
0 .84270304 0.84270083 0.84270066
0

.84243051 .84270093 0.84270079 0.84270079 0.84270079

El resultado en la esquina inferior derecha de la matriz triangular es el resultado correcto con
la precision deseada. Notese que este resultado se deriva de aproximaciones mucho peores
obtenidas con la regla del trapecio mostradas aqui en la primera columna de la matriz
triangular.

Gauss Quadrature

En analisis numérico un método de cuadratura es una aproximacion de una integral definida
de una funcién. Una cuadratura de Gauss n-puntos llamada asi debido a Carl Friedrich Gauss,
es una cuadratura que selecciona los puntos de la evaluacién de manera éptima y no en una
forma igualmente espaciada, construida para dar el resultado de una polinomio de grado 2n-1
o menos, elegibles para los puntos x;y los coeficientes w; parai=1,...,n. El dominio de tal
cuadratura por regla es de [-1, 1] dada por:

/ 11 () dr ~ gwt- f(z2)

Tal cuadratura dara resultados precisos solo si f(x) es aproximado por un polinomio dentro del
rango [-1, 1]. Si la funcion puede ser escrita como f(x)=W/(x)g(x), donde g(x) es un polinomio
aproximado y W(x) es conocido.

ff:t:)d:t:—f W(z)g(x)dr =~ Zwtg ;).

Férmula para calcular ;-

T (1= 2) [Py



Lista de coeficientes de W y puntos i para n=1,....,5

NUmero de
Puntos, x; Pesos, wi
puntos, n
1 T1-9 -
2 T =—1/V3a,=1/V3 Wiz Wy
3 T1=0.7745066 L2=0 L3=0.7745966 W =0.55555 '3 =0 88888 '3 =0.55555
A T'1-0.861136311 £2=-0.33998104 3| W 03478548451 W2 =0 6521451549 U'a
=0.33998104 L4=0.861136311 =0.6521451549 U4 =0.3478548451
1 =0.23692688509 W'z =0.4786286705 W3
T1=.0.90617984 T'2=-0.53846931 L'3 w w
5 =0.56888888 14 =0.4786286705 '5

=0 L4=0.53846931 L5=0.90617984
=0.23692688509

Cambio de intervalos
Los cambios de intervalos van de [-1, 1] después de aplicar la cuadratura de Gauss:

b —a rl —a .
ﬁﬂx}dﬂ::b;/—lf bzapra;b e

Después de aplicar la cuadratura la aproximacion es:

b —a —a :
ff{:t:)da:ﬁb azwa'f b aIt__'_a—l—b
a 2 o 2 2

EJEMPLO

_ 3 2
Aproxime la integral f(I) =" + 2z de 1 a 5 cuando n =2 mediante el método de
cuadratura de Gauss y después comparelo con el resultado exacto.

5
f (22 + 22?) dx

1

5]
f (2® + 202) dz = 238.66667

1
n=2
2n—1=2(2)—1=3
Conth = 2 podemos resolver la integral con exactitud para todos los polinomios de grado

igual o menor a 3 para f(x)

— 1 1 1 ] _ 1 _ 1
an f(b a$+a+b) dx:u f(5 1$+5+1) da::Qf F (204 3) da
-1 -1
2

2 2 2 -1 2 2
~ 23 wif(2a; + 3) = 2wy f(2x, + 3) + wa f(225 + 3)) = 238.66667

i=1




Cuadrados Minimos

En todos los ejemplos anteriores (aproximacién por rectas, polinomios, conj. De funciones,
etc.) Calculamos las distancias de los datos experimentales & a una familia de rectas,
polinomios o curvas que dependian de ciertos pardmetros. Seguidamente sumamos todas las
distancias elevadas al cuadrados, y al resultado lo llamamos E. Luego encontramos los
pardmetros de las rectas o curvas que minimizaban dicha expresion.

Hay situaciones en las que no todos los datos tienen la misma importancia en el calculo de E.
Un ejemplo es cuando hay mds incertidumbre asociada a una medicién que a las demas. En
ese caso uno puede desear que dicha medicidon tenga menos importancia en el momento de
aproximar los datos por rectas o curvas que las restantes.

Un posible procedimiento a seguir es el siguiente.

A cada medicion se le asocia un peso w;. Tipicamente, se le suele asociar a cada medicion un
peso que sea inversamente proporcional a la incertidumbre asociada a dicha medida elevada

al cuadrado w; = aungue otras elecciones son posibles.

1
(ayp?’

En la definicién de E, tenemos en cuenta dicho peso:

n
— 2
E= Zei w;
i=1

El resto del procedimiento es exactamente igual al de los casos anteriores, o sea minimizamos
la expresidn obtenida para E, teniendo en cuenta los factores w;. Observemos que el
desarrollo de E es andlogo al caso anterior con la diferencia que cada sumando queda
multiplicado por el factor de peso w;. O sea, cada vez que tenemos una sumatoria del tipo

N . . . . N
i=1 - |a misma se transformara a una sumatoria del tipo )i~ ...; @;.

Como ejemplo, para el caso de las rectas del tipo forma y = ax obtenemos

N
_ D=1 Wi XiY;
- N 2
i=1 Wi Xj

OBS: en general lo que busca esta técnica es minimizar la suma de los errores al cuadrado.

Forma de Lagrange para interpolacion polinomial
Definicion

Dado un conjunto de k + 1 puntos

(Iﬂ'! yﬂ)! SR (Ik! yh)
donde todos los x; se asumen distintos, el polinomio interpolador en la forma de Lagrange es
la combinacion lineal

de bases polinédmicas de Lagrange



f
xr — T; r —=x r—=ri_1 & —XI; Ir — T
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Existencia y unicidad del polinomio de interpolacion

La funcién que estamos buscando es una funcidn polindmica L(x) de grado k con

El problema de interpolacidn puede tener tan solo una solucién, pues la diferencia entre dos
tales soluciones, seria otro polinomio de grado k a lo sumo, con k+1 ceros.

Por lo tanto, L(x) es el Unico polinomio interpolador.

Si Xy, X;,..., X, son nameros reales distintos,

entonces para valores arbitrarios y,, Yi,..., Y,

hay un unico polinomio p,de grado a lo sumo ntal que:
p,(X) =Y, 0<i<n

e 3! polinomio de interpolacion de grado < n para una tabla con (n+1) puntos
(asumiendo abscisas xi distintas)

e dn diferentes formas de construir este polinomio (#s algoritmos). Una alternativa es
Lagrange.

El polinomio de Lagrange se escribe como:

n
P(X) = Yocto (X) + Y10 (X) + ...+ Y, (X) = Z Yo (X)
i=0
Donde ai(x) con 0 <i<n son polinomios de grado n con la propiedad:

Demostracion del teorema de existencia y unicidad
a) UNICIDAD (por contradiccidn)

Supongamos que existen dos polinomios distintos pn(x) y gn(x).
Entonces, grado(pn(x)) < n y
grado(gn(x)) < n

Si generamos el polinomio diferencia:

dn (X) = pn (X) - qn (X)



dn(xi) = pn(xi)_qn(xi) =YY =0
Xg, X1,..., X, son (n+1) raices del polinomio d,(x).

d, (%) = (X =% )(X=%)...(x = X;) - 2(X)

donde
= grado(d,(x)) = n +1 + grado(z(x)) (1)
= ¢ bien
= z(x)=0

Si se verifica (1)

= Como grado(z(x)) >0 = grado(d,(x)) > n+1 (**)

Si comparo (*) con (**) = 3 una contradiccidn Y lo que ocurre es (2)
=d,(x)=0 = p,(x) = ga(x) CQD.
b) EXISTENCIA (por induccidn sobre el grado del polinomio)
e Base: n=0 (obvia)
(Xa, Vo) = PolXo) = cte (grado 0)
Po(Xo) = Yo PolXo) = yo = cte
*  Hipdtesis inductiva:
asumo que
3 py.1(x) de grado a lo sumo (k-1) tal que

Pra(x)=y;i0<i<k-1

apq
3 pia(x), grado (prs(x)) < k tal que
p(x)=y; 0<i<k-1

Construyo:

Py (X) = pkfl(x) + C(X - Xo)(X - Xl)"'(X - Xk—l)



Obs: pi(x) interpola los datos (x;, y;) 0<i<k-1 determinemos el coeficiente ¢ de modo tal
que pi(xi)= yk

Reemplazando queda:

P (X) = Y = Pra (%) +C(X% — %) (% —X)-- (X =X, 1)

Yi = Pea (%)
(Xk - XO)(Xk - X1)---(Xk - Xk—l)

= C=

Como por hipétesis x,=y; V k=j = el polinomioes 20 =3¢

CQD.

Splines

Muy frecuentemente se dispone de una gran cantidad de datos relativos a una funcién,
conocida o no, que se desea aproximar. Las técnicas de interpolacion polindmica dan lugar en
general a interpolantes que presentan grandes oscilaciones. La interpolacion spline
desempeia un papel fundamental en el tratamiento de este tipo de problemas. En lo que
sigue, nos centraremos principalmente en la interpolacidn spline cubica, aunque trataremos
primero brevemente la lineal y la cuadratica.

El término "spline" hace referencia a una amplia clase de funciones que son utilizadas en
aplicaciones que requieren la interpolacion de datos, o un suavizado de curvas. Los splines son
utilizados para trabajar tanto en una como en varias dimensiones. Las funciones para la
interpolacién por splines normalmente se determinan como minimizadores de la aspereza
sometidas a una serie de restricciones.

En este articulo nos referiremos con el término "spline" a su versidn restringida en una
dimension y polinomial, que es la mds comunmente utilizada.

Interpolacion segmentaria lineal

Este es el caso mas sencillo. En él, vamos a interpolar una funcién f(x) de la que se nos dan un
numero N de pares (x,f(x)) por los que tendra que pasar nuestra funcién polindmica P(x). Esta
serie de funciones nuestras van a ser lineales, esto es, con grado 1: de la forma P(x) = ax + b.

Definiremos una de estas funciones por cada par de puntos adyacentes, hasta un total de (N-1)
funciones, haciéndolas pasar obligatoriamente por los puntos que van a determinarlas, es
decir, la funcidn P(x) sera el conjunto de segmentos que unen nodos consecutivos; es por ello
qgue nuestra funcién serd continua en dichos puntos, pero no derivable en general.

Ejemplo : Interpolar con splines f(x) =1/ x, en los puntos en los que x vale 1,2 y 4

o f(1)=1
o f(2)=05
o f(4)=0.25

El primer segmento P1(x) = ax + b debera unir los primeros dos puntos de coordenadas (1,1) y
(2,0.5). Surge un sistema lineal de dos ecuaciones en dos incognitas:

e Il=a+b



e 0.5=2a+b
De (1) se obtiene:
a=1-b (3)
Reemplazando (3) en (2) se obtiene:
0.5=2(1-b)+b
luego
b=1.5
Reemplazando el valor de (b) en (1), se obtiene:
a=-05

Por lo tanto, se concluye que: P1(x) = - 0.5x + 1.5 El segundo segmento P2(x) = ax + b debera
unir el segundo punto (2,0.5) con el tercer punto (4,0.25). Andlogamente a lo hecho para P1(x),
en el caso de P2(x) se obtiene:

1. (1)0.5=2a+b

2. (2)0.25=4a+b
a=-0.125,b=0.75
Luego P2(x) =-0.125x + 0.75

Interpolacion segmentaria cuadratica

En este caso, los polinomios P(x) a través de los que construimos el Spline tienen grado 2. Esto
quiere decir, que va a tener la forma P(x) = ax?+ bx + ¢

Como en la interpolacién segmentaria lineal, vamos a tener N-1 ecuaciones (donde N son los
puntos sobre los que se define la funcidn). La interpolacién cuadratica nos va a asegurar que la
funcién que nosotros generemos a trozos con los distintos P(x) va a ser continua, ya que para
sacar las condiciones que ajusten el polinomio, vamos a determinar como condiciones:

= Que las partes de la funcién a trozos P(x) pasen por ese punto. Es decir, que las dos Pn(x)
que rodean al f(x) que queremos aproximar, sean igual a f(x) en cada uno de estos puntos.

= Que la derivada en un punto siempre coincida para ambos "lados" de la funcidn definida a
trozos que pasa por tal punto comdun.

Esto sin embargo no es suficiente, y necesitamos una condicion mas. ¢Por qué?. Tenemos 3
incognitas por cada P(x). En un caso sencillo con f(x) definida en tres puntos y dos ecuaciones
P(x) para aproximarla, vamos a tener seis incégnitas en total. Para resolver esto necesitariamos
seis ecuaciones, pero vamos a tener tan sélo cinco: cuatro que igualan el P(x) con el valor de
f(x) en ese punto (dos por cada intervalo), y la quinta al igualar la derivada en el punto comun
a las dos P(x).

Se necesita una sexta ecuacion,éide donde se extrae? Esto suele hacerse con el valor de la
derivada en algun punto, al que se fuerza uno de los P(x).



Interpolacion segmentaria cubica

k=3
Se(X) Xe [t01t1]
S(X) — Sl(X) :X € [tl’tZ]
Sy (x) Xe [tn—l’tn]
S;(x)=a,x*+bx*+cx+d, i=0,n-1

Incognitas  (coeficientes)? 4n
Se necesitan 4n ecuaciones

En este caso, cada polinomio P(x) a través del que construimos los Splines en [m,n] tiene grado
3. Esto quiere decir, que va a tener la forma P(x) = ax® + bx?+ cx + d

En este caso vamos a tener cuatro variables por cada intervalo (a,b,c,d), y una nueva condicién
para cada punto comun a dos intervalos, respecto a la derivada segunda:

e Que las partes de la funcion a trozos P(x) pasen por ese punto. Es decir, que las dos
Pn(x) que rodean al f(x) que queremos aproximar, sean igual a f(x) en cada uno de
estos puntos.

e Que la derivada en un punto siempre coincida para ambos "lados" de la funcion
definida a trozos que pasa por tal punto comun.

e Que la derivada segunda en un punto siempre coincida para ambos "lados" de la
funcién definida a trozos que pasa por tal punto comun.

Como puede deducirse al compararlo con el caso de splines cuadraticos, ahora no nos va a
faltar una sino dos ecuaciones (condiciones) para el nimero de incégnitas que tenemos.

La forma de solucionar esto, determina el caracter de los splines cubicos. Asi, podemos usar:

e Splines cubicos naturales: La forma mas tipica. La derivada segunda de P se hace 0
para el primer y ultimo punto sobre el que esta definido el conjunto de Splines, esto
son, los puntos my n en el intervalo [m,n].

e Dar los valores de la derivada segunda de m y n de forma "manual”, en el conjunto de
splines definidos en el intervalo [m,n].

e Hacer iguales los valores de la derivada segunda de m y n en el conjunto de splines
definidos en el intervalo [m,n]



e Splines cubicos sujetos: La derivada primera de P debe tener el mismo valor que las
derivada primera de la funcién para el primer y ultimo punto sobre el que esta
definido el conjunto de Splines, esto son, los puntos my n en el intervalo [m,n].

Estadistica basica

La Estadistica es la parte de las Matematicas que se encarga del estudio de una determinada
caracteristica en una poblacidon, recogiendo los datos, organizdndolos en tablas,
representdndolos graficamente y analizdndolos para sacar conclusiones de dicha poblacion.

Segln se haga el estudio sobre todos los elementos de |la poblacién o sobre un grupo de ella,
vamos a diferenciar dos tipos de Estadistica:

Estadistica descriptiva. Realiza el estudio sobre la poblacidn completa, observando una
caracteristica de la misma y calculando unos parametros que den informacion global de toda la
poblacion.

Estadistica inferencial. Realiza el estudio descriptivo sobre un subconjunto de la poblacién
llamado muestra y, posteriormente, extiende los resultados obtenidos a toda la poblacién.

Fecuencias
Se llama frecuencia a la cantidad de veces que se repite un determinado valor de la variable.

Tipos de frecuencia:

En estadistica se pueden distinguir hasta cuatro tipos de frecuencias (véase fig.1), estas son:

= Frecuencia absoluta Es el promedio de una suma predeterminada y ademas consiste en
saber cual es el numero o simbolo de mayor equivalencia. (n) de una variable
estadistica X;, es el nUmero de veces que este valor aparece en el estudio. A mayor tamafio
de la muestra aumentard el tamafio de la frecuencia absoluta; es decir, la suma total de
todas las frecuencias absolutas debe dar el total de la muestra estudiada (N).

*= Frecuencia relativa (f;), es el cociente entre la frecuencia absoluta y el tamafo de la

muestra (N). Es decir,
T T

A S

siendo el f;para todo el conjuntoi. Se presenta en una tabla o nube de puntos en
una distribucion de frecuencias.

Si multiplicamos la frecuencia relativa por 100 obtendremos el porcentaje o tanto por
ciento (p;) que presentan esta caracteristica respecto al total de N, es decir el 100% del
conjunto.

* Frecuencia absoluta acumulada (N,), es el nimero de veces n; en la muestra N con un
valor igual o menor al de la variable. La ultima frecuencia absoluta acumulada debera
serigual a N.

= Frecuencia relativa acumulada (F;), es el cociente entre la frecuencia absoluta
acumulada y el nimero total de datos, N. Es decir,



N
F=
N

Con la frecuencia relativa acumulada por 100 se obtiene el porcentaje acumulado (P))),

que al igual que F; deberd de resultar al final el 100% de N.

La representacion grafica de la distribucion de frecuencias acumuladas se
denomina ojiva. En ella el eje de las abscisas corresponde a los limites de clase y el de
las ordenadas a los porcentajes acumulados.

EJEMPLOS
Supongamos que las calificaciones de un alumno de secundaria fueran las siguientes:

18,13, 12, 14, 11, 08, 12, 15, 05, 20, 18, 14, 15, 11, 10, 10, 11, 13. Entonces:

* Lafrecuencia absoluta de 11 es 3, pues 11 aparece 3 veces.
= Lafrecuencia relativa de 11 es 0.17, porque corresponde a la division 3/18.

Centro de una distrubucién
Formas de medirlo:

e Moda: valor mas frecuente.
e Media: promedio.
e Maediana: es el valor debajo del cual queda la mitad de los valores de la muestra.

éComo calcular la mediana?

Es el valor medio en un conjunto de valores ordenados. Corresponde al percentil 50 o segundo
cuartil (P50 o Q2). Los pasos son: 1) Arregla los valores en orden del menor al mayor 2) Cuenta
de derecha a izquierda o al revés hasta encontrar el valor o valores medios. Ejemplo: tenemos
el siguiente conjunto de nimeros 8,3,7,4,11,2,9,4,10,11,4 ordenamos: 2,3,4,4,4,7,8,9,10,11,11
En esta secuencia la mediana es 7, que es el nuimero central. Y si tuviésemos:
8,3,7,4,11,9,4,10,11,4, entonces ordenamos: 3,4,4,4,7,8,9,10,11,11 y la mediana (Md) esta en:
los nimeros centrales son 7y 8, lo que haces es sumar 7 + 8 y divides entre 2 y Md=7.5.

Existen dos métodos para el calculo de la mediana:

1. Considerando los datos en forma individual, sin agruparlos.
2. Utilizando los datos agrupados en intervalos de clase.

A continuacion veamos cada una de ellas.

Datos sin agrupar

Sean 1, X2,T3,...,%n |os datos de una muestra ordenada en orden crecientey
designando la mediana como -Mre, distinguimos dos casos:

a) Sin es impar, la mediana es el valor que ocupa la posicion (ﬂ + 1)/2 una vez que los
datos han sido ordenados (en orden creciente o decreciente), porque éste es el valor central.

Es decir: M, = T(n+1)/2,



Por ejemplo, si tenemos 5 datos, que ordenados son: L1 = 3, Ty — 6, €T3 = 7

, Ly = 8, 5 = 95 £l valor central es el tercero: T(5+1)/2 = T3 = ?. Este valor, que
es la mediana de ese conjunto de datos, deja dos datos por debajo (1, 2) y otros dos por
encima de él (£4, I5).

b) Si n es par, la mediana es la media aritmética de los dos valores centrales. Cuando 7% es par,

los dos datos que estdn en el centro de la muestra ocupan las posiciones er_'5/2y ﬂ/z + 1.
Es decir: M. = (I? + I’E‘F"‘l)/@.
Por ejemplo, si tenemos 6 datos, que ordenados son: Iy = 3, Ta = 6, T3 = 7

, Ly — 8, Is — 9, xs = 10, Hay dos wvalores que estan por debajo

T6 =T3 =1
del T 3 y otros dos que quedan por encima del siguiente

$g+1:$4:8

dato . Por tanto, la mediana de este grupo de datos es la media aritmética
Ty + Ty 7T+ 8
M, = = =T7,5
de estos dos datos: 2 2 .

Datos agrupados

T

Al tratar con datos agrupados, si 2 coincide con el valor de una frecuencia acumulada, el valor
de la mediana coincidira con la abscisa correspondiente. Si no coincide con el valor de ninguna
abcisa, se calcula a través de semejanza de tridngulos en el histograma o poligono de
frecuencias acumuladas, utilizando la siguiente equivalencia:

n T n T
1“\2' — _N'i_l 3 = l“\-t'_j_ 3= 1“\-3'_1_

= = p= W(Hé—aé_l)
; — i1 P i — Vi1

T
T T . Nio1 < =< N; 7.
Donde -ﬁ'z y ﬁ'z—l son las frecuencias absolutas acumuladas tales que S T ¢ P |

y i son los extremos, interior y exterior, del intervalo donde se alcanza la mediana

y M, = ;1 es 13 abscisa calcular, la moda. Se observa que i — @i—1es la amplitud
de los intervalos seleccionados para el diagrama.

Espacios de probabilidad finita
Sea S un espacio muestral finito, es decir

§= {a1,a2,...,a1n}

Un espacio de probabilidad finita 0 modelo de probabilidad finita, se obtiene asignando a cada
punto en S un numero real p, llamado la probabilidad de a;, que satisface las siguientes
propiedades:

e Lasumadelosp;, esl, esdecir) p; =1
e (Cada p; es no negativo (puede ser cero)



Funcién de distrubucion de probabilidad
Sea X una variable aleatoria discreta cuyos valores suponemos ordenados de menor a mayor.
Llamaremos funcion de distribucion de la variable X, y escribiremos F(x) a la funcién:

F(x) = p(X = x)

La funcién de distribucién asocia a cada valor de la variable aleatoria la
probabilidad acumulada hasta ese valor.

EJEMPLO

Calcular la funcién de distribucidn de probabilidad de las puntuaciones obtenidas al lanzar un
dado.

X
Tl @ s W d Tl e [T

=]
IA
X
[y

Representacidn

La representacion de una funcion de distribucion de probabilidad es una gréfica
escalonada.

L 7L
4/6
36
2/6 s

1/&6 —



Extension de una distrubucion

Amplitud
A= observ. Mds grande — observ. Mds pequefia.

EJEMPLO: A=79.5-58.5=21
Los extremos pueden ser pocos confiables.
Desviacion media absoluta

Su valor se calcula sumando los valores absolutos de los errores individuales del prondstico y
dividiendo entre el nimero de periodos de datos (n).

1
MAD = Ez |real — prondéstico|

Desviaciéon media cuadratica

1
MAD = EZ(real — prondstico)?

Varianza y desviacion estandar

Desviacién estandar

La desviacion estandar (o) mide cuanto se separan los datos.

La férmula es facil: es la raiz cuadrada de la varianza. Asi que, "équé es la varianza?"

Varianza
la varianza (que es el cuadrado de la desviacién estandar: ¢°) se define asi:

Es la media de las diferencias con la media elevadas al cuadrado.

En otras palabras, sigue estos pasos:

1. Calcula la media (el promedio de los nimeros)

2. Ahora, por cada numero resta la media y eleva el resultado al cuadrado (la diferencia

elevada al cuadrado).
3. Ahora calcula la media de esas diferencias al cuadrado. (¢Por qué al cuadrado?)

EJEMPLO

Tu y tus amigos habéis medido las alturas de vuestros perros (en milimetros):




Las alturas (de los hombros) son: 600mm, 470mm, 170mm, 430mm y 300mm.
Calcula la media, la varianza y la desviacidon estandar.

Respuesta:

600 +470+ 170 + 430 + 300 1970

Media = = =394

asi que la altura media es 394 mm. Vamos a dibujar esto en el grafico:

600 Dy N
400 o — —

200 — K 04

Para calcular la varianza, toma cada diferencia, elévala al cuadrado, y haz la media:
206° + 76% + (-224)° + 36° + (-94)’ 108,520

Varianza: o® = = =21,704

Asi que la varianza es 21,704.
Y la desviacién estandar es la raiz de la varianza, asi que:

Desviacién estandar: o =v21,704 = 147



y lo bueno de la desviacién estandar es que es Util: ahora veremos qué alturas estan a
distancia menos de la  desviacidn  estandar (147mm) de la  media:

600 —
400 —
200

0

Asi que usando la desviacién estdndar tenemos una manera "estandar" de saber qué es
normal, o extra grande o extra pequefio.

Los Rottweilers son perros grandes. Y los Dachsunds son un poco menudos... jpero que no se
enteren!

Nota: é¢por qué al cuadrado?

Elevar cada diferencia al cuadrado hace que todos los nimeros sean positivos (para evitar que
los nimeros negativos reduzcan la varianza)

Y también hacen que las diferencias grandes se destaquen. Por ejemplo 100°=10,000 es mucho
mas grande que 50°=2,500.

Pero elevarlas al cuadrado hace que la respuesta sea muy grande, asi que lo deshacemos (con
la raiz cuadrada) y asi la desviacion estandar es mucho mas util.

Probabilidad

Experimento aleatorio
Aguellos fenédmenos con las siguientes propiedades

e No se conoce a priori el resultado.
e No se conocen todos los resultados posibles.
e Selo puede repertir bajo las mismas condiciones.

EJEMPLOS:

e Sacar cartas de un mazo.
e Tirar una moneda.
e Arrojar un dado.

Espacio muestral
Se denomina al conjunto de todos los posibles resultados de un fenémeno aleatorio.

Se lo nota con la letra ().



EJEMPLO:

Se tiran dos monedas: Q = {(C, C); (C,K); (K, C); (K,K)}

Eventos
e Cada subconjunto del espacio muestral (del conjunto de resultados) se denomina
evento.

e Si el evento consta de un solo elemento de Q se lo denomina evento elemental o
punto muestral.

e Siconsta de mas elementos recibe el nombre de evento compuesto.

e ()selollama evento seguro.

e Al evento que no contiene ningln punto muestral se lo llama evento imposible @.

Definicion de probabilidad
Supongamos teber un Q con un nimero finito de eventos simples, igualmente posibles.

Llamaremos probabilidad de un evento A al cociente entre el nimero de eventos simples
contenidos en A sobre el nimero total de eventos simples.

P(A)=nA/n
Propiedades
1. 0<P(A)<1
2. P(Q)=1
3. P(@)=0
4. La probabilidad de un evento A es igual a uno menos la probabilidad de su

complementario.

Diremos que dos eventos A y B son mutuamente excluyentes o incompatibles cuando la
ocurrencia de uno excluye la ocurrencia del otro. Si A y B son mutuamente excluyentes
entonces: P(A N B)=0.

TEOREMA de la probabilidad total: Sean Ay B dos eventos cualesquiera pertenecientes al
espacio muestral Q entonces:

P(AUB)=P(A)+P(B)- P(A N B)

Particiones
Una particién de un espacio muestral S es una coleccidon de sucesos mutuamente excluyentes
{Iy ... I}, cuya unicdn es la totalidad del espacio muestral S I4U I;U I,...U Iy=S.

Probabilidad condicional

Llamaremos probabilidad condicional P(B/A) a la probabilidad de B habiendo ocurrido A. Como
se sabe que A ha ocurrido, ella se vuelve el nuevo espacio muestral, reemplazando el S
original.

P(A/B)=P(A N B) / P(A)

P(A N B)=P(A)P(B/A)



Independencia

Diremos que dos eventos A y B son independientes cuando la ocurrencia de uno no tiene
ningun efecto sobre la probabilidad de ocurrencia del otro y viceversa.

P(A/B)=P(A)

P(B/A)=P(B)

Variables aleatorias y sus distribuciones

Caracteristicas

e Unavariable aleatoria es una funcién con valores numéricos y definida sobre un
espacio muestral

e Unavariable aleatoria discreta toma diversos valores con probabilidades especificadas
por su distribucién de probabilidad

e Utilidad de unav.a.: reduce el espacio de muestra a uno mas facil de manejar

e Ejemplo: En una familia de 3 hijos, cual es la probabilidad de que haya un varén o
menos?

Pr(X <1)=p@0)+ p() ==+

| w

1
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b) Diagrama de su distribucion de probabilidad

Variable aleatoria

Frecuentemente interesa conocer mas que el resultado de un experimento
aleatorio, una funcién de dicho resultado.

Una variable aleatoria es una funcion con valores numéricos y definida sobre un
espacio muestral

Si lanzamos al aire tres monedas, podemos definir la funcién como X:

X: nimero de caras que resultan del experimento.

Hemos definido una funcién del espacio muestral en la recta. Tales funciones X,
cuyos valores dependen del resultado de un experimento aleatorio se llaman
variables aleatorias.

Si toma ciertos valores aislados de un intervalo, es v.a. discreta, sino continua.

La distribucion se puede representar como:

o Tabla
o Diagrama
o Férmula

Distrubucion de probabilidad de una variable aleatoria
La distribucidon de probabilidad de una variable aleatoria X es el conjunto de sus posibles
valores numéricos X1, X,,...,X, Y las probabilidades correspondientes P;, i=1,2,...,n tal que:

p(x,)=0,Vi

> p(x) -1

La coleccién de pares (x;,p(x;)) es llamada distribucién de probabilidad.

Media y varianza

Si el tamafio de la muestra aumentara ilimitadamente, la distribucion de
frecuencia relativa se fijaria en la distribucién de probabilidad.

A partir de la distribucién de frecuencia relativa, se puede calcular la media y la
varianza de la muestra.

Es natural que a partir de la distribucidn de probabilidad se calculen los valores
andlogos con las siguientes definiciones:

M edia de poblacion
p= X p(x)
Variaxnza

o’ =3 (x=4) p(x)
Se simxplifica como :
0% = x*p(x) - 4t



Funcion de densidad de probabilidad
La funcién de densidad de probabilidad de una variable aleatoria X se denota como:

fx (X)
Se define de modo tal que:
fy (X)Ax
Representa la probabilidad de ocurrencia de X en el intervalo:

AX AX
X——, X+—
ke

fx(Xi) = P[X = Xi]

Para una variable aleatoria:

Propiedades
£,(x)20

Z fx(xi)zl

Esperanza de una variable aleatoria
Sea X una V.A. continua que toma los valores x;,X,,...x, con f.d. f,(x;), entonces:

n
E(X)=>xf,(x)
i=1
Si X es una V.A continua entonces:

E(X) = Xf,(x)dx
E(X) también se la conoce como media de X, o media de la poblacién y se la nota E(X)=p

Varianza de una variable aleatoria
Sea X una variable aleatoria con funcidn de densidad f,(x), definimos varianza de X:

o? = E[(X —E(X))?] = E[(X — 1)°]

Si X es una variable discreta

Var(X)= > (% - ) f,(x)

—o0< X <00

Si X es una variable continua

Var (x) = jf:(x - ,u)2 f, (x)dx

La varianza sigma cuadrado es una medida de dispersién de los valores de la variable
aleatoria con respecto a su centro de gravedad p.



Consideremos una variable aleatoria con la siguiente distribucién de probabilidad.

X 6 7 8

F(x) 0.4 0.4 0.2

E(X)=6%*0.4+7*0.4+8%0.2=6.8

Var(X)=(6-6.8)"2*0.4+(7-6.8)"2*0.4+(8-6.8)"2*0.2=0.56

Distribucién de probabilidad

En teoria de la probabilidad y estadistica, la distribucion de probabilidad de una variable
aleatoria es una funcidn que asigna a cada suceso definido sobre la variable aleatoria
la probabilidad de que dicho suceso ocurra. La distribucidn de probabilidad estd definida sobre
el conjunto de todos los sucesos, cada uno de los sucesos es el rango de valores de la variable
aleatoria.

La distribuciéon de probabilidad estd completamente especificada por la funciéon de
distribucion, cuyo valor en cada real x es la probabilidad de que la variable aleatoria sea menor
o igual que x.

Dada una variable aleatoria X, su funcién de distribucidn, FX{EJ, es
Fx(z) = P(X < x).

Por simplicidad, cuando no hay lugar a confusién, suele omitirse el subindice X y se escribe,
simplemente, Flz).

Propiedades

Como consecuencia casi inmediata de la definicién, la funcion de distribucién:

e Esuna funciéon continua por la derecha.
e Es una funcidn mondtona no decreciente.

Ademas, cumple

lm_F(x) =0
Y
i, () =1

a < b) X <a)

y (E' <X < b) son mutuamente excluyentes y su union es el suceso (X < b), por lo
que tenemos entonces que:

P(X <b)=P(X <a)+ Pla<X <b)

Para dos numeros reales cualesquiera H-ybtal que( los sucesos(




Pla< X <b)=P(X <b) — P(X <a)

y finalmente
Pla< X <b) = F(b) — F(a)

Por lo tanto una vez conocida la funcién de distribucion F(I) para todos los valores de la
variable aleatoria &' conoceremos completamente la distribucién de probabilidad de la
variable.

Para realizar cdlculos es mds comodo conocer la distribucidn de probabilidad, y sin embargo
para ver una representacion grafica de la probabilidad es mas practico el uso de la funciéon de
densidad.

Se denomina distribucidn de variable discreta a aquella cuya funciéon de probabilidad sélo
toma valores positivos en un conjunto de valores de X finito o infinito numerable. A dicha
funcidon se le llama funcién de masa de probabilidad. En este caso la distribuciéon de
probabilidad es la suma de la funcidn de masa, por lo que tenemos entonces que:

Fa) = P(X <o) = 3 f(R)

Y, tal como corresponde a la definicion de distribucién de probabilidad, esta expresién

representa la suma de todas las probabilidades desde —2xC hasta el valor I.

En estadistica, la distribucion binomial es una distribucién de probabilidad discreta que mide
el nimero de éxitos en una secuencia de n ensayos de Bernoulli independientes entre si, con
una probabilidad fija p de ocurrencia del éxito entre los ensayos.

Un experimento de Bernoulli se caracteriza por ser dicotdmico, esto es, sélo son posibles dos
resultados. A uno de estos se denomina éxito y tiene una probabilidad de ocurrenciapy al
otro, fracaso, con una probabilidadg= 1 -p. En la distribucion binomial el anterior
experimento se repite n veces, de forma independiente, y se trata de calcular la probabilidad
de un determinado nimero de éxitos. Paran= 1, la binomial se convierte, de hecho, en
unadistribucidn de Bernoulli.

Para representar que unavariable aleatoria Xsigue wuna distribucién binomial de
pardmetros ny p, se escribe:

X ~ B(n,p)

La distribucion binomial es la base del test binomial de significacion estadistica.
EJEMPLOS

Las siguientes situaciones son ejemplos de experimentos que pueden modelizarse por esta
distribucidn:

e Se lanza un dado diez veces y se cuenta el numero Xde treses obtenidos:
entonces X ~ B(10, 1/6)

e Se lanza una moneda dos veces y se cuenta el numero Xde caras obtenidas:
entonces X ~ B(2, 1/2)


http://es.wikipedia.org/w/index.php?title=Test_binomial&action=edit&redlink=1

e Una particula se mueve unidimensionalmente con probabilidad g de moverse de aqui
para alld y 1-g de moverse de alla para aca

EXPERIMENTO BINOMIAL

Existen muchas situaciones en las que se presenta una experiencia binomial. Cada uno de los
experimentos es independiente de los restantes (la probabilidad del resultado de un
experimento no depende del resultado del resto). El resultado de cada experimento ha de
admitir sélo dos categorias (a las que se denomina éxito y fracaso). Las probabilidades de
ambas posibilidades han de ser constantes en todos los experimentos (se denotan
comopyqopylp).

Se designa por Xa la variable que mide el numero de éxitos que se han producido en
los n experimentos.

Cuando se dan estas circunstancias, se dice que la variable X sigue una distribucidon de
probabilidad binomial, y se denota B(n,p).

CARACTERISTICAS ANALITICAS

Su funcidn de probabilidad es

donde * = {01 1!2.1 . .._,?‘1'.}_,

n n!
 zlln— )
siendo A\ I'(ﬂ I)' las combinaciones de 11 en & (71 elementos tomados de &
en )
Ejemplo

Supongamos que se lanza un dado 50 veces y queremos la probabilidad de que el nimero
3 salga 20 veces. En este caso tenemos una X ~ B(50, 1/6) y la probabilidad seria P(X=20):

50

P(X =20) =,

(1/6)°(1 — 1/6)-

PROPIEDADES
E[X] =np
Var[X] = np(1 - p)



Distribucion binomial
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caracteristica

En teoria de probabilidad y estadistica, la distribucion de Poisson es una distribucion de
probabilidad discreta que expresa, a partir de una frecuencia de ocurrencia media, la
probabilidad que ocurra un determinado numero de eventos durante cierto periodo de
tiempo.

PROPIEDADES

La funcién de masa de la distribuciéon de Poisson es

e M \F

donde

e kes el nimero de ocurrencias del evento o fendmeno (la funcidon nos da la
probabilidad de que el evento suceda precisamente k veces).

e A es un parametro positivo que representa el nimero de veces que se espera que
ocurra el fendmeno durante un intervalo dado. Por ejemplo, si el suceso estudiado
tiene lugar en promedio 4 veces por minuto y estamos interesados en la probabilidad
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de que ocurra k veces dentro de un intervalo de 10 minutos, usaremos un modelo de
distribucidn de Poisson con A = 10x4 = 40.
e e eslabase de los logaritmos naturales (e = 2,71828...)

Tanto el valor esperado como la varianza de una variable aleatoria con distribucidon de Poisson
son iguales a A. Los momentos de orden superior son polinomios de Touchard en A cuyos
coeficientes tienen una interpretacién combinatorio. De hecho, cuando el valor esperado de Ia
distribucidon de Poisson es 1, entonces segun la formula de Dobinski, el n-ésimo momento
iguala al numero de particiones de tamafio n.

La moda de una variable aleatoria de distribuciéon de Poisson con un A no entero es igual a LJ"J,
el mayor de los enteros menores que A (los simbolos i representan la funcidn parte entera).
Cuando A es un entero positivo, las modas sonAy A - 1.

La funcion generadora de momentos de la distribucidn de Poisson con valor esperado A es

th g e _ o Alet—1)
E (e Zefﬁ:)\) Ze — ¢ .

Las variables aleatorias de Poisson tienen la propiedad de ser infinitamente divisibles.

La divergencia Kullback-Leibler desde una variable aleatoria de Poisson de parametro A, a otra
de pardmetro A es

. Ao Mo, Ao
Dy (M[A) =A(1- T—i_ Tlﬂg h\

EJEMPLO

Si el 2% de los libros encuadernados en cierto taller tiene encuadernacion defectuosa, para
obtener la probabilidad de que 5 de 400 libros encuadernados en este taller tengan
encuadernaciones defectuosas usamos la distribucidn de Poisson. En este caso concreto, k es 5
y, A, el valor esperado de libros defectuosos es el 2% de 400, es decir, 8. Por lo tanto, la
probabilidad buscada es
goe—8
P(5:8) = —— =0,092.

Este problema también podria resolverse recurriendo a una distribucion binomial de
pardmetrosk=5,n=400y 5':0,02.

PROCESOS DE POISSON

La distribucién de Poisson se aplica a varios fenédmenos discretos de la naturaleza (esto es,
aquellos fendmenos que ocurren 0, 1, 2, 3,... veces durante un periodo definido de tiempo o
en un area determinada) cuando la probabilidad de ocurrencia del fendmeno es constante en
el tiempo o el espacio. Ejemplos de estos eventos que pueden ser modelados por la
distribucidn de Poisson incluyen:

= El ndmero de autos que pasan a través de un cierto punto en una ruta (suficientemente
distantes de los semaforos) durante un periodo definido de tiempo.

= Elndmero de errores de ortografia que uno comete al escribir una Unica pagina.

* Elndmero de llamadas telefénicas en una central telefénica por minuto.

* Elndmero de servidores web accedidos por minuto.

= El ndmero de animales muertos encontrados por unidad de longitud de ruta.



El nimero de mutaciones de determinada cadena de ADN después de cierta cantidad de
radiacion.

El numero de nucleos atémicos inestables que decayeron en un determinado periodo

El numero de estrellas en un determinado volumen de espacio.

La distribucion de receptores visuales en la retina del ojo humano.

La inventiva de un inventor a lo largo de su carrera.

Distribucién de Poisson
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Funcién de distribucién de probabilidad

Parametros AE (01 DO}


http://commons.wikimedia.org/wiki/File:Poisson_distribution_PMF.png?uselang=es
http://commons.wikimedia.org/wiki/File:PoissonCDF.png?uselang=es

Dominio k = {011121}

—AzvE
Funcion do B e

probabilidad(fp) k1

Funcion de r( |_’IC + 1J 1 /1‘)

distribucién (cdf) | k]!

fork =0
N (donde F(I! y) es

laFuncién gamma incompleta)

Media A

Mediana usualmente cercade A+ 1/3 — 0.02/A]
Moda [A] =1

Varianza A

Coeficiente _de A—lfﬂ

simetria

Curtosis 3+ /\_1

3 A In(k!)

Entropia Al —In(A)]+e o

k=0

Funcién exp(A(e’ — 1))
generadora _de

momentos(mgf)

Funcién EXP(/\"(Eﬁ - 1))

caracteristica

Distribucion geométrica

Enteoria de probabilidad y estadistica, la distribucidon geométrica es cualquiera de las
dos distribuciones de probabilidad discretas siguientes:

e la distribucion de probabilidad del nimero X del ensayo de Bernoulli necesaria para
obtener un éxito, contenido en el conjunto {1, 2, 3,...} o
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e la distribucion de probabilidad del nimero Y= X -1 de fallos antes del primer éxito,
contenido en el conjunto {0, 1, 2, 3,... }.

Cual de éstas es la que uno llama "la" distribucién geométrica, es una cuestion de convencion y
conveniencia.

PROPIEDADES

Si la probabilidad de éxito en cada ensayo es p, entonces la probabilidad de que x ensayos sean
necesarios para obtener un éxito es

P(X=z)=(1-p)"'p

parax= 1, 2, 3,.... Equivalentemente, la probabilidad de que haya x fallos antes del primer
éxito es

J— — £
P(Y=z)=(1-p)'p
parax=0,1,2,3,....
En ambos casos, la secuencia de probabilidades es una progresién geométrica.

El valor esperado de una variable aleatoria X distribuida geométricamente es

1
B(X) = -.
P
y dado que Y =X-1,
1 —
Ey)=—2L
P
En ambos casos, la varianza es
1 —
var(Y) = var(X) = pzp-
Las funciones generatrices de probabilidad de Xy la de Y son, respectivamente,
sp P —1
G = G = : < (1 — :
()= gy ¥ )= 1oy <P

Como su analoga continua, la distribucién exponencial, la distribucion geométrica carece de
memoria. Esto significa que si intentamos repetir el experimento hasta el primer éxito,
entonces, dado que el primer éxito todavia no ha ocurrido, la distribucidon de probabilidad
condicional del nimero de ensayos adicionales no depende de cuantos fallos se hayan
observado. El dado o la moneda que uno lanza no tiene "memoria" de estos fallos. La
distribucidn geométrica es de hecho la Unica distribucion discreta sin memoria.

De todas estas distribuciones de probabilidad contenidas en {1, 2, 3,... } con un valor esperado
dado , la distribucion geométrica X con parametro p = 1/u es la de mayor entropia.

La distribucion geométrica del numero y de fallos antes del primer éxito es infinitamente
divisible, esto es, para cualquier entero positivon, existen variables aleatorias
independientes Y 4,..., ¥, distribuidas idénticamente la suma de las cuales tiene la misma
distribucidn que tiene Y. Estas no serdn geométricamente distribuidas a menos que n = 1.



En teoria de probabilidad y estadistica, la distribucion de Bernoulli (o distribucion dicotémica),
nombrada asi por elmatemadtico y cientifico suizo Jakob Bernoulli, es una distribucién de
probabilidad discreta, que toma valor 1 para la probabilidad de éxito () y valor 0 para la

probabilidad de fracaso (4 — 1 — D).

Si X es una variable aleatoria gue mide "numero de éxitos", y se realiza un unico
experimento con dos posibles resultados (éxito o fracaso), se dice que la variable aleatoria X
se distribuye como una Bernoulli de pardmetro .

X ~ Be(p)
La férmula sera:
fl@)=p"(1-p)™"  con z={0,1}
Su funcidn de distribucién viene definida por:
P six =1,

flaip) =44 siz =0,
0 en cualquier otro caso

Un experimento al cual se aplica la distribucion de Bernoulli se conoce como Ensayo de
Bernoulli o simplemente ensayo, y la serie de esos experimentos como ensayos repetidos.

PROPIEDADES CARACTERISTICAS
Esperanza matematica:

ElX|=p=u
Varianza:

var [X] = p(1 —p)=pq
Funcion generatriz de momentos:

¢
(a-+pe')

Funcidn caracteristica:

(4+7°)
Moda:

0 si g > p (hay mas fracasos que éxitos)

1 si g < p (hay mas éxitos que fracasos)

0y 1siq=p(losdosvalores, pues hay igual nimero de fracasos que de éxitos)
Asimetria (Sesgo):
S

B!
4P

Curtosis:



_ 6p*—6p+1
2T T —p)

1

La Curtosis tiende a infinito para valores de ¥ cercanos a 0 6 a 1, pero para 21a
distribucién de Bernoulli tiene un valor de curtosis menor que el de cualquier otra distribucién,
igual a -2.

EJEMPLO
"Lanzar una moneda, probabilidad de conseguir que salga cruz".

Se trata de un solo experimento, con dos resultados posibles: el éxito (p) se considerara sacar
cruz. Valdrd 0,5. El fracaso (qg) que saliera cara, que vale (1-p)=1-0,5=0,5.

La variable aleatoria X medira "ndmero de cruces que salen en un lanzamiento", y sdlo
existiran dos resultados posibles: 0 (ninguna cruz, es decir, salir cara) y 1 (una cruz).

Por tanto, la v.a. X se distribuird como una Bernoulli, ya que cumple todos los requisitos.
X ~ Be(0,5)

P(X =0)= f(0)=0,5°0,5"' =0,5

P(X=1)= f(1)=0,5'0,5"=0,5

Enteoria de la probabilidad, la distribucion uniforme discreta es una distribucién de
probabilidad que asume un namero finito de valores con la misma probabilidad.

PROPIEDADES

Si la distribucion asume los valores reales 1; &2 - - - Tn sy funcién de probabilidad es

plz:) = %

y su funcién de distribucién la funcidn escalonada

F(z) = Z L(—oo,2) (1)

Su media estadistica es

= i:ﬁ/ﬂ

y su varianza
Tn

0’ =Y (z; — pu)*/n
i
EJEMPLOS

e Para un dado perfecto, todos los resultados tienen la misma probabilidad 1/6. Luego,
la probabilidad de que al lanzarlo caiga 4 es 1/6.



e Para una moneda perfecta, todos los resultados tienen la misma probabilidad 1/2.
Luego, la probabilidad de que al lanzarla caiga cara es 1/2.

Se denomina variable continua a aquella que puede tomar cualquiera de los infinitos valores
existentes dentro de un intervalo. En el caso de variable continua la distribucidn de
probabilidad es la integral de la funcién de densidad, por lo que tenemos entonces que:

I

F(z) = P(X <1z) = f f(t) dt

En estadistica, la distribucién x?(de Pearson), llamada Chi cuadrado o Ji cuadrado, es
una distribucidon de probabilidad continua con un parametro k gue representa los grados de
libertad de la variable aleatoria

X=Zl+ -+ 7

donde Zz' son variables aleatorias normales independientes de media cero y varianza uno. El
gue la variable aleatoria X tenga esta distribucién se representa habitualmente

2
asi: X ~ Xr.
Es conveniente tener en cuenta que la letra griega x se transcribe al latin como chity se
pronuncia en castellano como ji
PROPIEDADES

Su funcion de densidad es:

1 .
g®D=1e=2/2 parax >0,

f(a;k) = { 22T (k/2)
0 para x < 0

donde I es la funcién gamma.
APLICACIONES

La distribucidn x? tiene muchas aplicaciones en inferencia estadistica. La mas conocida es la de
la denominada prueba ¥ utilizada como prueba de independencia y como prueba de bondad
de ajuste y en la estimacidn de varianzas. Pero también esta involucrada en el problema de
estimar la media de una poblacién normalmente distribuida y en el problema de estimar la
pendiente de una recta de regresion lineal, a través de su papel en la distribucion t de Student.

Aparece también en todos los problemas de andlisis de varianza por su relacién con
la distribucion F de Snedecor, que es la distribucidon del cociente de dos variables aleatorias
independientes con distribucion x>
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Media ,IC

Mediana aproximadamente k— 2/3
Moda JEC — 2if k :_} 2
Varianza 2k

Coeficiente _de \/8/7

simetria

Curtosis 12/‘%

Entropia E5.+1n(2r(;c/2))+(1——k/2)¢'(k/2)

2
Funcion (1 - 2 f‘)_klm for 2f < ]_
generadora de
momentos(mgf)
Funcion (]. — 2 1 t)—.!.:fﬁ

caracteristica

Distribucion exponencial

En estadistica la distribucidn exponencial es una distribucion de probabilidad continua con un
pardmetro A=0 cuya funcidn de densidad es:

[ AemM para = > 0
flz)= { 0 de otro modo

Su funcién de distribucion es:

0 para x < 0
1—e* paraxz >0

ﬂﬂzﬂxgﬂz{

Donde & representa el nimero e.

El valor esperado y la varianza de una variable aleatoria X con distribucion exponencial son:

FX|=1, V()=
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La distribucion exponencial es un caso particular de distribucion gamma con k= 1. Ademas la
suma de variables aleatorias que siguen una misma distribucidn exponencial es una variable
aleatoria expresable en términos de la distribucién gamma.

EJEMPLO

Ejemplos para la distribucidn exponencial es la distribucion de la longitud de los intervalos de
variable continua que transcurren entre la ocurrencia de dos sucesos "raros", que se
distribuyen segun la distribucién de Poisson.

CALCULAR VARIABLES ALEATORIAS
Se pueden calcular una variable aleatoria de distribucién exponencial . por medio de una

variable aleatoria de distribucién uniforme ¥ = U (D: 1):

1

T = —Ein(l —u)

o, dado que (1 - u) es también una variable aleatoria con distribucion U (U: 1), puede
utilizarse la version mas eficiente:

1

T = —Iin(u}

Distribucién exponencial
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Funcién de distribucién de probabilidad
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Media 1/A
Mediana 11'1(2)//‘\
Moda U
2

Varianza 1//‘\
Coeficiente de simetria 2
Curtosis 9
Entropia ]- - ll'l()\)

{ -1
Funcion generadora de momentos (mgf) (1 . _)

A

: -1
Euncioén caracteristica (1 E)

A

En estadistica y probabilidad se llama distribucién normal, distribucion de

Gauss o distribucion gaussiana, a una de las distribuciones de probabilidad de variable
continua que con mas frecuencia aparece aproximada en fenémenos reales.

La grafica de su funcidon de densidad tiene una forma acampanada y es simétrica respecto de
un determinado parametro estadistico. Esta curva se conoce como campana de Gauss y es el
grafico de una funcién gaussiana.

La importancia de esta distribucidon radica en que permite modelar numerosos fendmenos
naturales, sociales y psicolégicos. Mientras que los mecanismos que subyacen a gran parte de
este tipo de fendmenos son desconocidos, por la enorme cantidad de variables incontrolables
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qgue en ellos intervienen, el uso del modelo normal puede justificarse asumiendo que cada
observacién se obtiene como la suma de unas pocas causas independientes.

De hecho, la estadistica es un modelo matematico que sélo permite describir un fendmeno, sin
explicacion alguna. Para la explicacidn causal es preciso el disefio experimental, de ahi que al
uso de la estadistica en psicologia y sociologia sea conocido como método correlacional.

La distribucion normal también es importante por su relacién con la estimacién por minimos
cuadrados, uno de los métodos de estimacién mas simples y antiguos.

Algunos ejemplos de variables asociadas a fendmenos naturales que siguen el modelo de la
normal son:

e caracteres morfoldgicos de individuos como la estatura;

e caracteres fisiolégicos como el efecto de un farmaco;

e caracteres sociolégicos como el consumo de cierto producto por un mismo grupo de

individuos;

e caracteres psicolégicos como el cociente intelectual;

e nivel de ruido en telecomunicaciones;

e errores cometidos al medir ciertas magnitudes;

e etc.
La distribucidon normal también aparece en muchas areas de la propia estadistica. Por ejemplo,
la distribucion muestral de las medias muestrales es aproximadamente normal, cuando la
distribucion de la poblacién de la cual se extrae la muestra no es normal.l Ademas, la
distribucion normal maximiza la entropia entre todas las distribuciones con media
y varianza conocidas, lo cual la convierte en la eleccion natural de la distribucién subyacente a
una lista de datos resumidos en términos de media muestral y varianza. La distribucién normal
es la mas extendida en estadistica y muchos tests estadisticos estdan basados en una supuesta
"normalidad".

En probabilidad, la distribucion normal aparece como el limite de varias distribuciones de
probabilidad continuas y discretas.

DEFINICION FORMAL

Hay varios modos de definir formalmente una distribucién de probabilidad. La forma mas
visual es mediante su funcidn de densidad. De forma equivalente, también pueden darse para
su definicion la funcion de distribucion, los momentos, la funcién caracteristicay la funcién
generatriz de momentos, entre otros.

Funcidén de densidad
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Se dice que unavariable aleatoria continua Xsigue una distribucion normal de
pardmetros uy oy se denota X~N(u, o) si su funcion de densidad esta dada por:

L (=2

f(i:}:m 1

donde u (mu) es la media y o (sigma) es la desviacion estandar (o® es la varianza).

r € R,

Se llama distribucion normal "estandar" a aquélla en la que sus parametros toman los
valores 4 =0y o = 1. En este caso la funcion de densidad tiene la siguiente expresion:

—z?

e 2

flz)= fn,1($} = \/ﬁ!

Su grafica se muestra a la derecha y con frecuencia se usan ...tablas para el calculo de los
valores de su distribucién.

r €R.

Funcion de distribucion
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La funcion de distribucion de la distribucion normal esta definida como sigue:

(Iipagz(:t}:/ Yuo?(u)du

T a2
= L/ T du, R
Ty 27 J— o '

Por tanto, la funcién de distribucién de la normal estandar es:

1 w2
-:I)(I) — (I’ﬂ,l(it) = E /“ e 7 du, x¢€lk

Esta funcion de distribucién puede expresarse en términos de una funcidn
especial llamada funcién error de la siguiente forma:

r

(I)(;E):%[l—kerf(ﬂ)}, r € R,

y la propia funciéon de distribucidon puede, por consiguiente, expresarse asi:
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(I)#’JE(I)_;[l—i_Erf(gv/_)}‘ re R

El complemento de la funcidén de distribucién de la normal estandar, 1 - (I)(I), se denota

con frecuencia Q(I), y es referida, a veces, como simplemente funcién Q, especialmente en
textos de ingenieria. Esto representa la cola de probabilidad de la distribucién gaussiana.
También se usan ocasionalmente otras definiciones de la funcién Q, las cuales son todas ellas

transformaciones simples de OF

La inversa de la funcidon de distribucion de la normal estandar (funcion cuantil) puede
expresarse en términos de la inversa de la funcién de error:

(I)_l(p) = V/i erf_l(Qp — 1)1 pe (01 1)1

y lainversa de la funcién de distribucidn puede, por consiguiente, expresarse como:
1 -1 1
) =p+od (p)=p+ov2ef(2p—1), pe(0,1).

Esta funcidn cuantil se llama a veces la funcién probit. No hay una primitiva elemental para la
funcién probit. Esto no quiere decir meramente que no se conoce, sino que se ha probado la
inexistencia de tal funcidon. Existen varios métodos exactos para aproximar la funcidn cuantil
mediante la distribucidon normal (véase funcidon cuantil).

Los valores ®(x) pueden aproximarse con mucha precision por distintos métodos, tales
como integracién numérica, series de Taylor, series asintéticas y fracciones continuas.

Limite inferior y superior estrictos para la funcion de distribucion

Para grandes valores de x la funcién de distribucion de la normal estandar ®{z) es muy
proxima a 1y ®(—z) =1—®(z) esta muy cerca de 0. Los limites elementales

ﬂ)

Ecp(:t:} <1-P(x) < x>0,

en términos de la densidad ¥ son utiles.

Usando el cambio de variable v = u?/2, el limite superior se obtiene como sigue:

1_¢@yzﬁw¢mmu

< u > e e~v [* wl(x)
< —p(u)du = dv = ——— = :
L :ELF( ) /2;2 V2T TV 2T (429 T

. . |_|-||l —— Il 1
De forma similar, usando ¥ (1) = —ulu) y |a regla del cociente,

(1+ ;)U-@@n:(L+é)£%QWMu
:Lm (1—|— l)tp(u}du

- m1+g_ﬂum:_mm _ @)
b[ ( UJ@()

LI X

Resolviendo para 1 — P(x) proporciona el limite inferior.
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En teoria de probabilidad y estadistica, la distribucion uniforme continuaes una familia
de distribuciones de probabilidad para variables aleatorias continuas, tales que cada miembro
de la familia, todos los intervalos de igual longitud en la distribucién en su rango son
igualmente probables. El dominio esta definido por dos pardmetros, ay b, que son sus valores
minimo y maximo. La distribucién es a menudo escrita en forma abreviada como U(a,b).

CARACTERIZACION

Funcidn de densidad de probabilidad

La funcién de densidad de probabilidad de la distribucion uniforme continua es:

ﬁ paraa < x < b,

f(z) =

0 parax<aox>bh,

Los valores en los dos extremos a y b no son por lo general importantes porque no afectan el
valor de las integrales de f(x) dx sobre el intervalo, ni de x f(x) dx o expresiones similares. A
veces se elige que sean cero, y a veces se los elige con el valor 1/(b - a). Este ultimo resulta
apropiado en el contexto de estimacién por el método de maxima verosimilitud. En el contexto
del analisis de Fourier, se puede elegir que el valor de f(a) 6f(b) sean 1/(2(b - a)), para que
entonces la transformada inversa de muchas transformadas integrales de esta funcidn
uniforme resulten en la funcidén inicial, de otra forma la funcién que se obtiene seria igual "en
casi todo punto", o sea excepto en un conjunto de puntos con medida nula. También, de esta
forma resulta consistente con la funcién signo que no posee dicha ambigiliedad.

Funcidn de distribucion de probabilidad

La funcion de distribucion de probabilidad es:

r
0 parar < a
_ r—a
Flz)=(¢ 3+ paraa<z<bh
L1 parax = b
Funciones generadoras asociadas
Funcion generadora de momentos
La funcién generadora de momentos es
th ta
£ —
M, =E(e")= ———
t(b—a)
a partir de la cual se pueden calcular los momentos my
a-+b
my = .
a? + ab + b?

Mg —

3 1

y, en general,



1 - iyf—i
mk—mgﬂ-b .

Para unavariable aleatoria que satisface esta distribucion, la esperanza matematica es
entonces m; = (a + b)/2 y la varianza es m, - m;* = (b - a)*/12.

EJEMPLO EN EL INTERVALO [0,1]
Para este caso el intervalo queda definido por (I = []y bh=1

Entonces resulta:

. f(I):lparan::rEl

. F(I):Iparaﬂixil

. E(X)=0,5

o Var(X)=1/12

o, =/ Var(X) =/1/12~0.29

Uniforme

o -

&
b

Utilizando convencién de maximo

Funcién de densidad de probabilidad
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Muestreo
Muestra aleatoria: es aquella en la que cada individuo en la poblacidn tiene la misma
probabilidad de ser elegido como parte de la muestra.

Proceso fisico para extraer una muestra aleatoria
Ejemplo: poblacién de estudiantes en el aula

METODO GRAFICO

1. Registrar a cada persona en una ficha,
2. Mezclar las fichas
3. Extraer la muestra

Ejemplo: poblacién de estudiantes en el aula
METODO PRACTICO

1. Asignar un numero a cada persona
2. Extraer una muestra aleatoria de nimeros (consultar tabla)

Muestas con o sin reemplazo
e Muestras con reemplazo: muestreo donde cada miembro de una poblacién puede
ser elegido mas de una vez
e Muestras sin reemplazo: muestreo donde cada miembro de una poblacién NO
puede ser elegido mas de una vez

Muestra aleatoria simple
Una muestra aleatoria simple es aquella cuyas n observaciones

X1, X5 e, Xn

son independientes
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La distribucién de cada X; es la distribucién de la poblacién p(x) (con media p y varianza 6?)

(ejemplo de poblacién de estaturas de hombres para un millén de hombres- caso discreto
subdividido en células con calculo de media p y varianza ¢°)

Suma muestral

S=X+X,+..+ X,
Se puede inferir el comportamiento de una suma muestral a partir del conocimiento de la
poblacién original

Cémo fluctua la suma muestral?
E(S)=nu

(o} I\/HO'
S

Media muestral

X+ X, +..+X
n

n

X

¢Coémo fluctua?

E(X)=u

o
oy =—

T

Teorema del limite central

e A medida que aumenta el tamafio de la muestra n, la distribucidon de la media de una
muestra aleatoria extraida de practicamente cualquier poblacidon se aproxima a la
distribucidon normal.

e Especifica la distribucion en muestras grandes. Es la clave para inferencia estadistica
de grandes muestras.

e Regla empirica: cuando el tamafio n de la muestra es 10-20 la distribucidn de la media
es casi normal.

e Ejemplo: poblacién de votantes

e Variable de conteo: X

e X=cantidad de votos demdcratas emitidos
e X=0NO es demdcrata

e X=1Sies demdcrata

suma muestral S = nmero de demdcratas

media muestral X = proporcionde muestra P

Las proporciones son simplemente promedios de variables de conteo.

Como fluctua la proporcién de muestra en torno a la proporcion de poblacién verdadera it ?



Se introduce una variable aleatoria binomial: el nro total de éxitos S en n intentos .

E(S)=nr

ol=nz(l-7)

P = proporcionde muestra de demaocratas
EP)=~r

var(P) = M

Muestreo de poblacién pequefia

e Es una excepcidon porque no se puede asumir que las observaciones son
independientes.

e Todas las observaciones tienen la misma media y varianza

e Ejemplo: dos fichas extraidas sin reemplazo de un recipiente que contiene 3 fichas
(marcadascon 2,6y 7)

e Para una muestra de n observaciones extraida de una poblacidn de N individuos, la
varianza esta reducida en:

factor de reduccién = N-n
N -1



