


COLOQUIO ANÁLISIS II
COORDENADAS
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INTEGRALES DE LINEA: CIRCULACIÓN (tangencial), TRABAJO Y FLUJO (normal)
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CAMPOS VECTORIALES CONSERVATIVOS
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TEOREMA DE GREEN[image: ]
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ÁREA DE UNA SUPERFICIE
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INTEGRALES DE SUPERFICIE
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ORIENTACIÓN
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INTEGRAL PARA EL FLUJO DE UNA SUPERFICIE
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TEOREMA DE STOKES
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TEOREMA DE LA DIVERGENCIA
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DEFINICION  Sea F un campo vectorial con componentes continuos definidos a lo
largo de la curva suave C parametrizada por (1), a = ¢ = b. Entonces, la integral
de linea de F a lo largo de Ces
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Para evaluar la integral de linea F = Mi + Nj + Pk a lo largo de

C:r(t) = g(t)i + h(t)j + k(t)k, siga estos pasos:

1. Exprese el campo vectorial F en términos de la curva parametrizada C como
F(r(1)) sustituyendo los componentes x = g(t), y = h(t), z = k(¢) de r en los com-
ponentes escalares M(x, y, 2), N(x, 7, 2), P(x, 7, 2) de F.

2. Caleule la derivada del vector (velocidad) dr/dr.

3. Evalie la integral de linca con respecto al pardmetro f, a = ¢ = b, para obtener

5
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DEFINICION  Sea C una curva suave parametrizada por r(f), @ = ¢ = b, y F un
campo de fuerza continuo sobre una region que contiene a C. De esta forma, el
trabajo realizado al mover un objeto desde el punto 4 = r(a) al punto 8 = r(6) a lo
largo de Ces

s
W:/F~de:/ F(m))-%dr. )
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DEFINICIONES S r(s) parametriza una curva suave C en el dominio de un campo
continuo de velocidad F, el flujo a lo largo de la curva desde 4 = r(a) hasta B = r(b) es

Flujo = / F-Tds. (5)
&

En este caso, la integral sc llama integral de flujo. Si la curva empicza y termina en
el mismo punto, de forma que A = B, entonces el flujo es la circulacion alrededor de
lacurva.
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La direccion en que se recorre C es importante. Si la invertimos, entonces T se sustituye
por —T y el signo de la integral cambia. Calculamos las integrales de flujo de la misma mancra
que las integrales de trabajo.
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DEFINICION  Si C es una curva simple cerrada suave en el dominio de un campo

vectorial continuo F = M(x, )i + N(x, »)j en el plano, y si n es el vector unitario nor-
mal a C que apunta hacia fuera, el flujo e F a través de Ces

Flujo de F a través de C / Fonds. (6)

Observe la diferencia entre el flujo y la circulacion. El flujo de F a través de C es la inte-
gral de linca con respecto a la longitud de arco e F - n, es decir, ¢l componente escalar de F en
la direccion del vector normal. La circulacion de F alrededor de C es la integral de linca con res-
pecto a la longitud de arco de F - T, es decir, el componente escalar de F en la direccion del
vector tangente unitario. El flujo es la integral del componente normal de F y la circulacion es
la integral del componente tangencial de F.
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Cilculo del flujo a través de una curva suave cerrada en el plano

(Flujo de F = Mi + Nj através de C) = fMdy — Ndx %)
¢

La integral sc cvalua con cualquier parametrizacion suave x = g(t), v = h(t),
a=t= b, querecorra C en contra de las manceillas del reloj, exactamente una vez.





image11.png
DEFINICIONES ~ Sea F un campo vectorial definido en una region abierta D en el
espacio, y supongamos que para cualesquiera dos puntos 4 y B en D, la integral de
linea [ F - dr a lo largo de la trayectoria C desde A hasta B en D es la misma sobre
todas las trayectorias desde 4 hasta B. Entonces, la integral ¢ F - dr es independiente
de la trayectoria en D y el campo F es conservativo sobre D.
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TEOREMA 1: El teorema fundamental de las integrales de linea  Sca C una
curva suave que une el punto 4 con el punto B en el plano o en el espacio,
parametrizada por r(f). Sea f una funcion diferenciable con un vector gradiente
continuo F = V en el dominio D que contiene a C. Asi,

/ Fedr = f(B) — f(4).
c
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TEOREMA 2: Los campos conservativos son campos gradiente  Sea F = Mi +
Nj + Pk un campo vectorial cuyos componentes son continuos en una region conexa
abierta D en el espacio. Entonces, F es un campo conservativo si y slo si F es un
campo gradiente V£ para una funcion derivable /.
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vectores gradiente de la funcin (véase la seccion 14.5). Definimos el campo gradiente de una
funcion derivable f(x, y, z) como el campo de vectores gradiente

_ o
V=g ke

En cada punto (x, y, 2), el campo gradiente proporciona un vector que apunta en la direccion
del mayor crecimiento de /, de magnitud igual al valor de la derivada direccional en esa direc-
cion. El campo gradiente no siempre es un campo de fuerza o un campo de velocidad.
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TEOREMA 3: Propiedad de los lazos en campos conservativos  Las siguientes
afirmaciones son equivalentes.

1. § F-dr = 0 alrededor de todo lazo (esto es, una curva cerrada C) en D.
¢

2. El campo F es conservativo sobre D.
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TEOREMA 7: Relacién de rot F = 0 con la propiedad del lazo cerrado
SiV % F = 0 en cualquier punto de una region abierta simplemente conexa D en el
espacio, entonces para cualquier trayectoria cerrada y suave por partes C en D,

%F-dr: 0.

<





image17.png
Criterio de componentes para campos conservativos
Sea F = M(x, y,2)i + N(x, y,2)j + P(x, y. 2)Kk un campo en un dominio conexo y sim-
plemente conexo, cuyas funciones componentes tienen sus primeras derivadas par-

ciales continuas. De esta forma, F es conservativo, si y slo si,
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Una vez que sabemos que F es conservativo, con frecuencia deseamos encontrar una fun-
cion potencial para F. Para esto hay que resolver la ecuacion Vf = F o

af ol o

ax ' oyl T ez

k = Mi + Nj + Pk

para f. Logramos esto integrando las tres ecuaciones

i

oy Uy

=T %

|
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TEOREMA 5: Teorema de Green (circulacién rotacional o forma tangencial)

Sea C una curva suave por partes, cerrada simple que encierra una region R en el
plano. Sea F = Mi + Nj un campo vectorial donde M y N tienen primeras derivadas
parciales continuas en una region abierta que contiene a R. Entonces la circulacion
en contra de las manecillas del reloj de F alrededor de C es la doble integral de
(rot F) - k sobre la region R.

froa- fuana- (3 W)es

Circulacin en sentido contrario Integral del rotacional
al de las manecillas del reloj
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TEOREMA 4: Teorema de Green (divergencia de flujo o forma normal)  Sea C
una curva suave por partes, cerrada simple y que encierra una region R en el plano.
Sea F = Mi + Nj un campo vectorial donde M y N tienen primeras derivadas
parciales en una region abicrta que contiene a R. Entonces, el flujo hacia fuera de F
a través de C es igual a la doble integral de div F sobre la region R encerrada por C.

fF-nk:fMdy—Ndx:/n/(%Jr%’)dxdy [6)

Flujo hacia fuera Integral de divergencia
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DEFINICION  Una superficie parametrizada r(u, v) = f(u, v)i + glu, v)j +
(u, v)k es suave, si T, y T, son continuas y r, X r, nunca se anula en el interior
del dominio de los parémietros.
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DEFINICION  El drea de la superficie suave

r(u,v) = flu, v)i + glu, v)j + h(u, v)k, a=u=bh,

a o
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Formula del drea con el teorema de Green

fxdy*ydx

Areade R =
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Formulas de una integral de superficie

1. Para una superficie suave S definida paramétricamente como r(u, v) = fiu, v)i
+ g, v)j + h(w, v)K, (, v) € R, y una funcion continua G(x, y, z) definida en S,
la integral de superficie de G en S estd dada por la doble integral en R

// Glx, 3, 2)do = // GUf(u, v), g, v), hw, v)) [r, X 1| dudv.  (2)

4 (]

2. Para una superficic S definida implicitamente por F(x, , 2) = c, donde F es una
funcion derivable continua, con S colocada arriba e su sombra cerrada y acotada
en la region R en el plano coordenado debajo de ella, la integral de superficic de
la funcion continua G en S estd dada por la doble integral en R,

/:/ Glx, y,z)do = /R/ G(X,y,Z)%M, 3)

donde p es el vector unitario normal a R y VF*p # 0.

3. Para una superficie S definida explicitamente como la de la gréfica z = f(x, ),
donde f es una funcion derivable continua sobre una region R del plano xy, la
integral de superficie de la funcion continua G sobre S estd dada por la integral
doble cn R,

// 6.y, 2)do = // Gy fe ) VIS 7+ Ldedy. (4)
! i
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Las integrales de superficie se comportan como las integrales dobles, la integral de la suma
de dos funciones es la suma de sus integrales, etcétera. La propiedad de aditividad del dominio

toma la forma
[[ear= [[oir [[oar s [[ Gan
5 5 5

5

Cuando § esté dividida por curvas suaves en un ntmero finito de porciones suaves sin que s¢
traslapen (por cjemplo, si S estd formada por partes suaves), entonces la integral de S es la
suma de las integrales de las porciones. As, la integral de una funcion en la superficie de un
cubo s la suma de las integrales sobre las caras del cubo. Integramos sobre el caparazon de
una tortuga integrando cada una de las placas que lo forman y sumando los resultados.
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Orientacion
Una superficie suave S es orientable o de dos lados si es posible definir un campo n de vec-
tores unitarios normales a S que varie continuamente con la posicion. Cualquier porcion de
una superficie orientable también es orientable. Las esferas y otras superficies cerradas sua-
ves en el espacio (superficies suaves que encierran solidos) son orientables. Por convencion,
sobre una superficie cerrada elegimos a n apuntando hacia fuera.

Una vez elegido n, decimos que hemos orientado la superficie, y llamamos a la superficie
junto con su campo normal una superficie orientada. El vector n en cualquier punto se llama
direccion positiva en ese punto (figura 16.49).
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DEFINICION ~ EI flujo de un campo vectorial tridimensional F a través de una su-
perficie orientada S en la direccion de n es

Flujo = // F-ndo. [©)
s

La definicion es andloga a la del flujo de un campo bidimensional F a traves de una curva
plana C. En el plano (seccion 16.2), el flujo es

[ v
[
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(El simbolo V sc lee como “nabla™). El rotacional de Fes V  F:
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TEOREMA 6: Teorema de Stokes  Sca S una superficie orientada suave por partes
que tiene como frontera una curva suave por partes C. Sea F = Mi + Nj + Pk un
campo vectorial cuyos componentes tienen primeras derivadas parciales continuas
sobre una region abierta que contiene a S. Asi, la circulacion de F alrededor de C en
la direccion contraria a las manceillas del reloj con respecto al vector unitario n nor-
mal a la superficie es igual a la integral de V X F - nenS.

]{F-dr://vxw-nda (4)
3

&

Circulacion en sentido  Integral del rotacional
contrario al de las
manecillas del reloj
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La divergencia de un campo vectorial F = M(x, , 2)i + N(x, v, 2)] + P(x, y, 2)k es la funcion
escalar

oM N P
divF = VoF = S0+ 20 O (1)
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TEOREMA 8: Teorema de la divergencia  Sca F un campo vectorial cuyos com-
ponentes tienen primeras derivadas parciales, y sea S una superficie cerrada, orienta-
da, suave por partes. El flujo de F a través de S en la dircccion del campo unitario
normal exterior n es igual a la integral de V X F sobre la region D encerrada por la

superficie:
//F-nda:///v-rdy. (2
s D

Flujo Integral de
hacia fuera divergencia
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En la forma de componentes, el teorema de la divergencia establece que

//(Mcosa+NcosB+Pcos'y)d¢r ///(“M "g aZ)dsca!ydz.

Fen divF
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Férmulas para conversién de coordenadas

CILINDRICAS A ESFERICAS A
RECTANGULARES  RECTANGULARES
x = rcos x = psenpeost
y=rsenf v =psendsend
z=z z=pcosd

Formulas correspondientes para d¥ en integrales triples:
dv = dvdydz
= dzrdrdd
= psen b dp dp db





image2.png
C6mo evaluar una integral de linea
Para integrar una funcion continua f(x, y, z) sobre una curva C:

1. Se determina una parametrizacion suave de C.,
(1) = g(Oi + h(0j + Kok,
2. Se evala la integral como

5
/ fl,y,2)ds = / Flag(0), h(o), K0) |v(0)| dr.
c a
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